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Einführung Thematik

(a) Berechnung 1 (b) Berechnung 2

Abbildung 1: Vergleich zweier Satelliten-Umlaufbahnen numerisch ermittelt
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Allgemeines

Eine Gewöhnliche Differentialgleichung (kurz DGL) hat die Form

y (n) = f (t, y , y ′, ...y (n−1)), (1)

wobei y = y(t) Lösung der Differentialgleichung sei. Gleichung (1) wird
Differentialgleichung n-ter Ordnung genannt.
Entsprechend haben Differentialgleichungen 1. Ordnung die Form:

y ′ = f (t, y), (2)

welche erst durch Definition eines Anfangswertes y(t0) = y0 eindeutig
bestimmt werden kann (Anfangswertproblem).
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Ordinary Differential Equation (ODE)

Ableitungen von y nach nur 1 Variablen

Partial Differential Equation (PDE)

Ableitungen von y nach mehr als 1 Variablen

z.B. vereinfachte Wärmeleitungsgleichung:

∂y(x , t)

∂t
− κ

∂2y(x , t)

∂x2
= 0 (3)

Vortrag von Eric zu PDE’s
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DGL 2. Ordnung

Eine DGL 2. Ordnung hat die Form

y ′′ = f (t, y , y ′). (4)

Hier werden zum Lösen zwei Anfangswerte benötigt:

y(t0) = y0, y ′(t0) = y ′
0. (5)

Häufig muss in ein DGL-System 1. Ordnung übertragen werden. Mit
y1 := y und y2 := y ′ wird Gleichung (4) zu:

y ′
1 = y2 y1(t0) = y0

y ′
2 = f (t, y1, y2) y2(t0) = y ′

0.
(6)
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Weiteres

Anfangswertprobleme sind sensibel

Bsp. simuliertes Laufen: y ′′ = k
lm (l0 − l)y − g

(a) Laufsimulation mit unterschiedlichen Beinwinkeln
(b) Läufer
Modell

Abbildung 2: Laufsimulationsmodell
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Weiteres

Randwertproblem:

Vorgabe von Randwerten für y(t)

z.B. sei y ′ = f (t, y) und t ∈ [t0, tend ]:

y(t0) = y0, y(tend) = yend (7)

Periodisches Randwertproblem:

y(tend)− y(t0) = y(t0 + T )− y(t0) = 0 (8)
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Restringiertes Dreikörperproblem

Massen m1,m2 und m3 bewegen sich unter Masseanziehung
m3 vernachlässichbar klein
m1 und m2 laufen auf Kreisbahnen um gemeinsamen
Masseschwerpunkt

Abbildung 3: Restringiertes Dreikörperproblem (Deuflhard und Bornemann,
2013)
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Für Masse 3 (z.B. ein Satellit) gelten folgende Bewegungsgleichungen:

Bewegungsgleichungen von m3

y ′′
1 = y1 + 2y ′

2 − µ′ y1 + µ

r13
− µ

y1 − µ′

r23
,

y ′′
2 = y2 + 2y ′

1 − µ′ y2
r13

− µ
y2
r23

,
(9)

wobei r12 und r13 den Abstand von m3 zu m1 bzw. m2 darstellen.
Die Position von m3 ist hierbei:

y(t) =

(
y1(t)
y2(t)

)
. (10)
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Für das numerische Lösen wird in DGL-System 1. Ordnung umgeformt.
Dabei gilt nun:

y3 = y ′
1, y5 = y ′′

1 = y ′
3

y4 = y ′
2, y6 = y ′′

2 = y ′
4

(11)

und somit folgt:

Bewegungsgleichungen von m3 als DGL-System

y ′ =


y1
y2
y3
y4


′

=


y3
y4
y5
y6

 =


y3
y4

f1(y .y
′)

f2(y .y
′)

 =


y3
y4

f1(y1, y2.y3, y4)
f2(y1, y2.y3, y4)

 .
(12)

Dabei sind f1(y , y
′) und f2(y , y

′) die durch (9) gegebenen rechten Seiten.
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Was brauchen wir, um das Problem mit Matlab zu lösen?

Anfangswerte für Position und Geschwindigkeit: y⃗0, y⃗ ′
0

Parameterwerte für µ und µ′

Numerisches Verfahren zum Lösen der DGL
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Abbildung 4: Übersicht Matlab ODE-Solver

stiff vs. nonstiff

auf zu Matlab!
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Periodische Lösung finden

Wir wollen folgendes periodisches Randwertproblem (siehe (8)) lösen:

y(tend)− y(t0) = y(t0 + T )− y(t0) = 0

Da die Bewegungsgleichungen (9) unabhängig von t sind (autonome
DGL), können wir t0 = 0 setzen.

Wie können wir das lösen?

Residuen minimieren!

aus Nullestellenapproximation wissen wir: ist x∗ Nullstelle und x
approximierte Nullstelle, gilt:

r = f (x∗)− f (x) = −f (x)

|r | = |f (x)|
(13)
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Übertragen auf das Dreikörperproblem bedeutet das:

|r | = |y(tend)− y(0)| !
= 0 (14)

Wie lässt sich |r | minimieren?

aus Quadraturmittelprobleme wissen wir: Kleinste Quadrate
minimieren!

||r ||22 = ||y(tend)− y(0)||22 =
m∑
i=1

(yi (tend)− yi (0))
2
, (15)

wobei m die Anzahl der Einträge von y , also 4, entspricht.

Achtung: tend muss auch mithilfe der Minimierung ermittelt werden!
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Matlab Solver für Minimierungsproblem

Was bietet Matlab an, um Residuum zu minimieren? Suchmaschine
nutzen

Matlab: Optimization Toolbox / Nonlinear Optimization /
Solver-Based Nonlinear Optimization

Abbildung 5: Übersicht Matlab Solver-Based Nonlinear Optimization
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Anfangswertproblem ist sehr sensibel

wir wollen sinnige Ergebnisse und möglichst wenig Rechenaufwand

Bereich der Anfangswerte einschränken: fmincon

auf zu Matlab!
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Arenstorf Orbits

Abbildung 6: Arenstorf Orbits mit 3 bzw. 4 Schlaufen (Deuflhard und
Bornemann, 2013)

Universität Rostock NumSem2024 14.01.2025 18
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Arenstorf Orbits

Abbildung 7: Arenstorf Orbits mit 4 Schlaufen, erdnah (Genova und Aldrin,
2015)
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