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Begriffsklarung

Abbildung 1: Malen nach Zahlen
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Begriffsklarung

lat. inter = dazwischen und polire = glatten, schleifen

Prozess des Definierens einer Funktion, welche spezielle Werte
an speziellen Stellen annimmt

Ziel: Werte an Stellen zwischen gegebenen Punkten bestimmen

die Funktion sollte moglichst "glattBein, mit dem Ziel, dass sich
diese moglichst oft ableiten lasst

Stephan Hering Mathematisches Seminar - Numerik WS 24/25 4/42



Stuckweise lineare Interpolation

Datenpunkte werden mithilfe von geraden Linien miteinander
verbunden
e Ausgangsituation: n Beobachtungspaare (X1, Y1), ..., (Xn, Yn)

Betrachtung: spezielles Intervall [x;, Xj+1] miti=1, ..., n-1 wobei
Xj < X < X+

far die einzelnen Intervalle wird die Geradenform hergestellt
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Stuckweise lineare Interpolation

e Definieren der Ortsvariable

S=X—X M
e Berechnung der Steigung
Y1 )i
o = Xi1 — X (2)

¢ resultierende Interpolationsformel

)Y|+1 Yi (3)

Lo = yi+ (= x) L=

< L(x) = yi+ 86
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Stuckweise lineare Interpolation

beispielhafte Umsetzung in MATLAB

e Definieren der x-Werte
x=106

e Definieren der dazugehorigen y-Werte
y =[10,15,9,6,2,0]

¢ Plotten des Graphen plot (x,y,’0o’ ,x,y," =")
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Stuckweise lineare Interpolation

Abbildung 2: beispielhafte stiickweise Lineare Interpolation
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Stuckweise lineare Interpolation

Aus Abb. 2 kdnnen wir auf auf folgende Vor- und Nachteile der
linearen Interpolation schlieBen:

e +simple graphische Veranschaulichung der gegebenen
Wertepaare

e + entstandener Graph ist stetig
e - nicht jeder Verlauf von Messwerten verlauft linear
e - Ableitung des Graphen ist nicht mehr stetig
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Polynominterpolation

Wir wissen:

e Zwei Punkte (x1,y1) und (X,y>) in der Flache mit x1 #x5
definieren eine Gerade

e die Punkte definieren ein Polynom ersten Grades in x, dessen
Gerade beide Punkte durchlauft

FUr mehr als zwei Punkte bedeutet dies:

® n Punkte in der Flache (x;, yj) miti=1, ..., nund
unterschiedlichen x; erzeugen ein Polynom vom Grad kleiner n

e das Polynom muss allerdings nicht vom Grad n-1 sein
Ziel: eine Funktion zu erhalten, die keine Knickstellen besitzt
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Polynominterpolation

e Ein Polynom wird als Interpolationspolynom bezeichnet, wenn
gilt:
P(xi) =y, i=1,...n (4)

e P hat die Form:
P(x) = Cn_1xn-1 +..+C1 X+ Co (5)

e x; werden als Stutzstellen bezeichnet und y; als Stutzwerte
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Polynominterpolation

Ein Lésungsansatz fur das Interpolationsproblem ist tber
Aufstellen und Losen eines linearen Gleichungssystems der Form:

P(X1) = Cn_1X1n_1 + ...+ C1X1+Co =Y

P(Xn) — Cn_']Xnn_1 + + C']Xn + CO — yn
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Polynominterpolation

Das LGS kann in Matrixschreibweise formuliert werden, indem die
sog. Vandermonde-Matrix mit einem Vektor multipliziert wird,
welcher die Koeffizienten ¢y bis ¢, beinhaltet. Dieses Produkt liefert
dann den Ergebnisvektor, welcher die Werte y; bis , umfasst

xlll—l x111—2 X 1 Cq Vi
n—1 n—2 C )
Xy Xy R | 2 _ Y2

n—1 n—2
An A x| Cn Yn

Abbildung 3: LGS als Matrix-Vektor-Produkt mittels Vandermonde-Matrix
(links)

In MATLAB kann eine solche Vandermonde-Matrix Uber den Befehl
vander(x) erstellt werden.
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Polynominterpolation

Vandermonde-Matritzen besitzten schlechte numerische
Eigenschaften. Darunter zahlen u.A.:

e teils hohe Konditionszahlen

e verursachen gravierende Fehler durch fortgesetztes Runden
bei Computerberechnungen
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Polynominterpolation

Eines der meistgenutzen Interpolationspolynome ist das
Lagrange-Polynom mit der Form:

Pe) = S ([T oLy, (6)

- ' ,Xi—Xj
i J#i

Im Fall x = x;
e alle Produkte aulBer das i-te ergeben 0

¢ das i-te Produkt ergibt 1, somit entspricht die Summe gleich y;
und erfullt somit Gleichung (4)
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Polynominterpolation

Beispiel fur Polynominterpolation
e x=0:3
e y=[-5-6-116]
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Polynominterpolation

Beispiel fur Polynominterpolation
e x=0:3
e y=[-5-6-116]
Einsetzen in Lagrange-Interpolationsformel

(x —Dx—2)(x —3) x(x —2)(x — 3)
P(x)= =5 —6
(x) (—6) (=3) + ) (—0)
x(x—=Dkx =3) x(x — Dx =2)
—1 16
2 (=D + © (16)
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Polynominterpolation

Beispiel fur Polynominterpolation
e x=0:3
e y=[-5-6-116]
Einsetzen in Lagrange-Interpolationsformel

(x — D(x —2)(x — 3) x(x —2)(x —3)
P(x)= =5 —6
(x) 6 (=) + 2 (—6)
x(x—=Dkx—=3) x(x — Dx —=2)
—1 16
T b G 1o

Ergibt zusammengefasst:

x> -2x -5
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Polynominterpolation

Nachteil von Polynominterpolation sind z.B.:

e teilweise grofRe Polynomschwankungen innerhalb des
Definitionsbereichs (Abb. 4)

* mit steigendem Polynom starke Oszillation aufBerhalb des
Definitionsbereichs (Abb. 5)
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Polynominterpolation
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Abbildung 4: Spannungs-Strom-Kennlinie durch Polynom flinften Grades

Stephan Hering Mathematisches Seminar - Numerik WS 24/25 20/42



Polynominterpolation
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Abbildung 5: Graph der Runge-Funktion f(x) =

Stutzstellen firn=4, 8, 16, 32
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Newton-Interpolation

e nutzt das mathematisches Konzept der dividierten Differenzen

® kann schrittweise erweitert werden, ohne die vorherigen
Berechnungen zu beeinflussen

¢ jede Stufe der Berechnung baut auf den Ergebnissen der
vorherigen Stufen auf

e Newtonsches Interpolationspolynom durch n Stutzpunkte
(X, ¥i), i =1, ..., nist gegeben durch:

P(x) = co + ¢1(x — Xg) + ... + Cn(X — X0)---(X — Xn-1) 7)
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Newton-Interpolation

Dividierte Differenzen lassen sich als Schema wie folgt darstellen:

g — I
I3 — I
LTy — T2

T — &g
To — X1
I3 — &2
Ty — T3

Lo

T1

T2

I3

Ty

Yo
f[iEO, Il]

Y1 flzg, 1, 2]
tla1, z2]

Y2 flx1, x9, 23]
f[ng, :L";]

Y3 flwo, 3, 14]
f[$3, .’E4]

Ya

Abbildung 6: Abb. 6: Schema der dividierten Differenzen
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Newton-Interpolation

Aus Abb. 4 erkennt man, dass sich die dividierten Differenzen

Y1—Yo

flxo,x1] = X1 %o

flx1, x2] — f[xo, X1]

flxo, X1, X2] = Xy — X

allgemein formulieren lassen als

DX, Xit] — X, 0]
Xie1 — Xj

(8)

fIXi, X1 ooy Xia1] =
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Die n Koeffizienten ¢; lassen sich der Reihe nach berechnen:

P(x0) = yo = Co (9)
P(x1) = y1 = ¢co+ c1(x1 — Xo)
&0 = Y1—Yo
X1 — Xo
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Newton-Interpolation

Beispiel fir Newton-Interpolation
Xi

NWw =
o VI
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Newton-Interpolation

Beispiel fir Newton-Interpolation

Xi |Yi
112
3|6
415

e Ermitteln der ersten dividierten Differenz:
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Newton-Interpolation

Beispiel fir Newton-Interpolation

Xi |Yi
112
316
4|5

e Ermitteln der ersten dividierten Differenz:
f8)—-f(1) 6-2 4

3] = =5 3-1 2

e Ermitteln der zweiten dividierten Differenz:

f[1,4] - f[1,3] (5-2)—(6-2) 1
1,34 = =—4— - 41 -3
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Newton-Interpolation

Beispiel fur Newton-Interpolation

Xi |Yi
112
3|6
4|5

Das resultierende Polynom lautet dann:

P(X):2—|—2(X—1)—%(X—1)(X—3)
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Newton-Interpolation

P(X) = 2+2*(x-1)-1/3*(x-1)*(x-3)

Abbildung 7: Graph von p(x) nach Newton-Interpolation
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Hermite-Interpolation

e baut auf dem Interpolationsprinzip von Newton auf

¢ beinhaltet aulerdem die Ableitungen an speziellen Stellen,
sodass gilt: . .
PO (x;) = £;0) (10)

e fur die dividierten Differenzen folgt
flxi, Xie1] = F/(xi)

f//(XI)
2!

fXi, Xiv1, Xir2] =
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Hermite-Interpolation

Beispiel fur eine Hermite-Interpolation
- gegeben sind die Informationen:

o P(1)=1
P(1)=4
P(2)=3
P(2) =1
P"(2) =2
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Hermite-Interpolation

Vorgehen:

e Die Anzahl an Informationen zu einer Stelle entspricht der
Anzahl, wie oft diese Stelle in der zur Ermittlung der
Koeffizienten mittels Tabelle betrachtet wird
- in diesem Beispiel bezieht es sich zweimal auf die Stelle 1
(Ausgangsfunktion und 1. Ableitung) und dreimal auf die Stelle
2 (Ausgangsfunktion sowie erste und zweite Ableitung)

x| Poq) | S | T | S
T 1 - - - |-
L 1 - - - |-
2| 3 - - - |-
2| 3 - - - |-
2| 3 - - - |-
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Hermite-Interpolation

Vorgehen:

e Werden gleiche Stellen betrachtet, wie z.B. bei der ersten
dividierten Differenz, wird die dazugehdrige Ableitung
eingesetzt, welche jedoch durch n! geteilt wird wobei n dem
Grad der Ableitung entspricht

x| PO | POy | 20 | P2

T 1 - - -
o 1] 1 4 - - -

2| 3 - - - -

2| 3 1 - - -

2| 3 1 - - -
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Hermite-Interpolation

Vorgehen:

e im Anschluss werden die verbleibenden dividierten
Differenzen berechnet

T 1 - - E
o 1] 4 - - -
2 3 2 -2 - -
2 3 1 -1 1 -
2 3 1 1 2 1
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Hermite-Interpolation

x | Pog) | H | T | B

T 1 - . -
11| 4 . - -
20 3| 2 | =2 .-
20 3 | 1 | - 1 -
2| 3 | 1 1 2 |1

- Die Koeffizienten des Polynoms sind nun die Werte, welcher der
Hauptdiagonalen der P(x;)-Spalte entsprechen, also 1, 4, -2, 1, 1

P(X) =1+4(x—1)=2(x —1)2 +1(x = 1)?(x —2) +1(x — 1)3(x — 2)?
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Spline-Interpolation

e ermoglicht komplexere Kurven und Flachen mit hoher
Prazision zu modellieren

e Ziel: Punkte durch Polynome niedrigen Grades so zu
verbinden, dass eine glatte und steitge Kurve entsteht

e (Ublicherweise werden Polynome vom Grad drei (also kubisch)
fur die einzelnen Abschnitte verwendet

¢ an jedem Punkt, an dem zwei Polynome aufeinandertreffen,
stimmen die erste und zweite Ableitung der Polynome Uberein
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Spline-Interpolation

Berechung eines Splines zwischen zwei Punkten x; und ;.4 Uber:

Xis] — X X — Xi 1 (x; — x)(x — Xj)
S(X)e - ¢ | £ j —*SN X J J
( )[XJ,XJ+1] JXj+1 — Xj+ j+1 Xje1 — Xj 6 ( J) Xj+1 — Xj

(11

(Xj+1 = X)(x — xj)

1
Xisr — X))+ (X1 — X)) — =S (x:+
((11 ) (J1 J)) (11) Xj1 — X]

6

((x = x;) + (X361 — X))
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Spline-Interpolation

S"(Xg, ..., S"(xn) werden Uber ein LGS berechnet.
Fur die Randbedingungen ergeben sich die Falle:
e Fall 1: naturlicher Spline => S"(xp) = S”(xn) =0
e Fall 2: Hermite-Splines => Habe S'(x¢) = cund S'(x,) = d
gegeben mit

f(x1) — f(xo)

/ — R—
S(Xo)—C— X1 — Xo

— (55"(0) + 8" (x1))(x1 — x0)

S'(xn)=d= W + (%S/,(er) + %S”(Xn))(xn — Xn1)
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Spline-Interpolation
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Abbildung 8: Vergleich Spline-Interpolation mit Hermite-Interpolation
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Quellen

Literatur
e Moler, Numerical Computing with Matlab
e Stoer, Numerische Mathematik 1

e Engel, Anwendungsorientierte Mathematik: Von Daten zur
Funktion. Eine Einfihrung in die mathematische Modellbildung
far Lehramtsstudierende

Bildquellen
e Abb. 1: razukraski.com

¢ Abb. 4: dmpeli-math-mcmaster-
ca.translate.goog/Matlab/Math4Q3/Lecture2-1/

e Abb. 5: katana.iwr.uni-heidelberg.de
e Abb. 6: unileoben.ac.at
e Abb. 8: Moler, Numerical Computing with Matlab
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Gibt es noch Fragen?
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