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A

Approximation I von

10 =1= [ s ()
mithilfe einer Quadraturformel

> wy - fla)
B

mit Knoten z; und Gewichten wy. [1]
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Quadraturverfahren

Grundlagen

Grundlage der heute hergeleiteten Verfahren werden die Trapez-Regel

b—a

7= () +10)

Simpson-Regel

b—a

S:
6

<f(a) T af(m) + f<b>), m=(a+b)/2

und Romberg-Quadratur sein.



Quadraturverfahren

Romberg-Quadratur

Prinzip: Die Trapezregel mit Schrittweite h = (b —a)/n

n—1

T(h) = T" = h<;(f(a) +IO)+ Y flat ih)>

=1

l&sst sich fiir hinreichend glatte Funktionen in eine asymptotische
Entwicklung in h? entwicklen, d.h.

b
T(h):/ f®)dt +O(h?, h* k%, ..)



Zwei Adaptive Quadraturverfahren

- Grundlagen

Romberg-Quadratur

Durch Auswertung von T'(h;) mit verschiedenen Schrittweiten
h; = (b — a)/n; und gezielte Rekombination der Terme wird versucht
eine bessere Integralndherung zu ’extrapolieren’.
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- Grundlagen

Romberg-Quadratur

Algorithmus 9.24 (Extrapolationsverfahren).

1. Waihle fiir eine gegebene Grundschrittweite H eine Folge von Schrittweiten
h1, ha, ... mit hj = H/nj, nj;1 > nj und setzei := 1.

2. Bestimme T = T(h;).

3. Berechne Ty fiir k = 2, ..., i mit dem Algorithmus von Aitken-Neville

Tig-1-Ti-1,k1
( nj )p -1

Ni-k+1

Tik = Tijk-1 +

4. Falls T;; genau genug oder i zu grof3, beende den Algorithmus. Ansonsten erhdhe i
um 1 und gehe zuriick zu 2.

Abbildung: Extrapolationsverfahren (p = 2)
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- Grundlagen

Extrapolationstableau

€11

€21 — €22

Tk-11 — - — Tr-1,k1 Ek-11 — *** = Ek-1,k-1
N N N N N N\
T — - = Tikk-r — Tk &1 — -0 > Ekk-1 — Ekk

Abbildung: Extrapolationstableau und Fehlertableau

Mit e, := [T — I(f)]



Quadraturverfahren

Romberg-Quadratur

Sei A; :=Anzahl zur Berechnung von T;; benétigten
Funktionsauswertungen. Zur Minimierung von A; verwende fiir die n;
die

m Romberg-Folge: {1,2,4,8,16,...} oder

m Bulirsch-Folge: {1,2,3,4,6,8,12,16,24, ...}
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- Grundlagen

Problem nicht-adaptiver Verfahren

Nicht-adaptive Quadraturformeln, d.h. Quadraturformeln mit einer im
Vorhinein festgelegten Menge an Knoten (und Gewichten) koénnen je
nach Integrand ungeeignet sein. Z.B. kann das Integral ungleichmiifig
auf das Integrationsintervall 'verteilt’ sein ~~ Bsp. Nadelimpuls’



Quadraturve:

L Grundlagen

Nadelimpuls

10%

5.103

Abbildung: Nadelimpuls fil dt/ (107 + t?)



Nadelimpuls

k Tkk Ekk Ay
1 1.999800 9.9-107! 2
2 13333.999933  4.2-101 3
3 2672.664361  7.6-10° 5
4  1551.888793  4.0-10° 9
5 792.293096  1.5-10° 17
6 441.756664 4.2-1071 33
7 307.642217  1.4-1072 65
8 293.006708 6.1-1072 129
9 309.850398 7.4-1073 257
10 312.382805 7.2-10°% 513
11 312160140 2.6-10"6 1025
12 312.159253  2.5-107 2049
13 312.159332 1.1-10° 4097

Abbildung: Relative Genauigkeit e, der Romberg-Quadratur
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L Adaptive Verfahren

Adaptive Verfahren

Alternativ kann das Integrationsintervall problemangepasst aufgeteilt
werden, bis das Integral bis auf eine vorgegebene relative Genauigkeit
bestimmt ist. Man spricht hierbei von ’Adaptiven Verfahren’. Die
relative Genaugikeit muss dabei geschitzt werden.
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L Adaptive Verfahren

Adaptives Prinzip

Berechne Approximation I von I sodass

|I — 1| < |I]tol
bzw. (da I unbekannt)

|I —I| < Igaitol

wobei Igia in der Grofenordnung von I liegen sollte und entweder
vorgegeben oder geschétzt wird.
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L Adaptive Verfahren

Schrittweitenanpassung

Die Schrittweite kann {iber 2 Methoden angepasst werden
m Anfangswertmethode

m Randwertmethode
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L Adaptive Verf:

L Anfangswertmethode

Anfangswertmethode

Das Integral wird ’von links nach rechts’ berechnet. Dabei wird das
Grundintervall in Teilintervalle [t;,t; 1] der Lange H; :=t;41 — t;
zerlegt und auf die Teilintegrale

= [ s

i

die Romberg-Quadratur bis zu einem Grad ¢; angewandt.
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- Adapt

L Anfangswertmethode

Quadraturschritt

teH
L

a t t+H b

Abb. 9.7. Ein Schritt der adaptiven Romberg-Quadratur.

Eingab A b
ngabe — Quadraturschritt — t::Sg’i‘ e_
H, q I, H, q

ggf. Fehlermeldung

Abb. 9.8. Schematische llung eines Quadi schrittes.

Abbildung: Ein Quadraturschritt
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L Adaptive V n

L Anfangswertmethode

Fragen

m Welche Schrittweite?
m Welche Quadratur-Ordnung im Teilintervall?
m Lokale Fehlerabschitzung?



L Adapti
L Anfangswertmethode

Fehlerschétzung

¢ heifst Schitzer fiir e, falls
dK1, k9 1 k1 <1 < Ko mit ke <€ < Ko

Konstruktion von Schitzern ist im Allgemeinen schwierig.
Hier: Konstruktion durch Vergleich Approximationen niedriger und
hoéherer Ordnung.



Annahme: Hohere Approximationsordnung liefert kleineren
Approximationsfehler, d.h.

Eik+1 K Eik

Im Extrapolationstableau sollten demnach zeilenweise die
Diagonalelemente am genausten sein.



L Anfangswertmethode

Fehlerschétzung

Problem: ex; schéitzen durch
Exk = [Thy1,k — Thl

ergibt keinen Sinn, da die bessere Approximation Tj41 41 zur
Verfiigung steht, fiir welche wir aber keine Fehlerschéitzung haben.



L Anfangswertmethode

Fehlerschatzer

Losung: Verwende subdiagonales Element 7T}, 1 und schétze

Erk—1 =Tk k-1 — Thr|
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L Adaptive Verf:

L Anfangswertmethode

Herleitung Algorithmus

Im Folgenden sei I, = 1. Im Algorithmus verwenden wir das
‘subdiagonale Fehlerkriterium’ als Abbruchkriterium

€k,k—1 < p - tol mit *Sicherheitsfaktor’ p < 1
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L Adaptive Verf:

L Anfangswertmethode

Herleitung Algorithmus

Der Algorithmus soll die Schrittweite und Ordnung des Verfahren
anpassen. Sei H die Grundschrittweite und p = 2k (k maximale
Spalte Extrapolationstableau), zunéchst fest, die Ordnung.

Fiir

R t+H
e = e(t, H) = | I+ (f) - / F(r)dr| £ Ay EPH

konnen wir y(t) durch e H~(P*+1) abschitzen.
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L Adaptive Verf:

L Anfangswertmethode

Herleitung Algorithmus

Sei H die ’optimale’ Schrittweite, d.h. fiir welche die Genaugikeit
tol = e(t, H) £ ~(t)HP

erreicht wire. Es wiirde dann gelten

ge (tol) 1/(P+1)H
g

H < H wire dann ein Anzeichen dafiir, dass H ’zu grof’ war,
woraufhin der (bzw. ggf. auch néchste) Integrationsschritt mit H
wiederholt werden kénnte (bzw. begonnen wird)
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L Adaptive Verf:

L Anfangswertmethode

Herleitung Algorithmus

Zur Variation der Ordnung: Aus der letzten Gleichung folgern wir

) ol \ /(26D
H, = (? to ) H
Ek,k—1

die optimale Schrittweite fiir die Spalte k.
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L Adaptive Verf:

L Anfangswertmethode

Herleitung Algorithmus

Um aus (k, Hy, Ay) = (Spalte, Schrittweitenvorschlag, Aufwand) fiir
k=1,...,kmax = ¢/2 in jedem Einzelschritt das beste (k;j,lf]kj,Aj) zu
wahlen, d.h. den Gesamtaufwand zu minimieren, unter der
Voraussetzung, dass das Integrationsintervall konstante Laénge hat.
Wir verwenden wir hierfiir einen Greedy-Algorithmus, der im
aktuellen Schritt j den Aufwand pro Schrittweite

_ A

Wy = —=
k 7.

minimiert.



L Anfangswertmethode

Herleitung Algorithmus

D.h. wir wiihlen die Spalte k = k; mit

Wip= min W
k=1,....,kmax

und ¢ = 2k.
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L Adaptive

L Anfangswertmethode

Algorithmus

Algorithmus 9.30 (Ein Schritt der adaptiven Romberg-Quadratur). Als Eingabe erhalt
die Prozedur step den Beginn des aktuellen Intervalls ¢, die vorgeschlagene Spalte k und
die Schrittweite H. Zuriickgegeben werden neben der etwaigen Erfolgsmeldung done

die entsprechenden Werte £, k und H fiir den néichsten Schritt sowie die Approximation
I fiir das Integral I f iiber dem Intervall [¢, f].
function [done, I, , k, H]=step(t, k, H)
done := false;
i=1;
while not done and i < ipax do
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L Adaptive

L Anfangswertmethode

Algorithmus

Berechne die Approximationen T11, ..., Tkx von I f*H ;
while k < kmax and &g k-1 > tol do
k:=k+1;
Berechne Tyg;
end
Berechne A4, ..., Hrund W4, ..., Wy;
Wihle k < k mit minimalem Aufwand Wy;
H:=H o
if k < kyax then
if H > H then
H := H; (wiederhole den Schritt sicherheitshalber)
else
t:=t+H;
I'= T
done := true; (fertig)
end
end
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Probleme Algorithmus

Stehenbleiben der Ordnung
Zu grofte Schrittweite erst spét erkannt
Annahmen nicht notwendig wahr; ggf. "Pseudokonvergenz’

2,3 konnten durch ’Konvergenz-Monitor’ remediert werden



L Anfangswertmethode

Konvergen-Monitor

Konvergenz-Monitor soll iiberpriifen, ob sich Approximationen
'verniinftig’, im Sinne der theoretischen Annahmen, verhalten.
Hier: Informationstheoretisches Modell
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Konvergenz-Monitor

Quadraturalgorithmus = Codiermaschine
m Eingabe = Anzahl f-Auswertungen zur Berechnung von Ty
m Ausgabe = Anzahl giiltiger Binérziffern der Approximation

m Annahme: Ein- und Ausgabe proportional zueinander

= geschiitzten Fehler ¢; ;1 mit geschitzten Fehler 0%(',’?71 des
Konvergenzmodells vergleichen
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L Adaptive Verf:

L Anfangswertmethode

Konvergenz-Monitor

m Eingabe: Ein = a(4; — A;_ 1 +1),a >0
m Ausgabe: Aus = log,(e,")
m Annahme: Ein = 3 - Aus, 8 € (0,1]

1
= logQ(afj) = A4 A i1 log, (tol)
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L Adaptive V

L Anfangswertmethode

Nadelimpuls

10%
5.103
0 J
1 I I I I II I'II 1 1 1 1 L ]
LI T T T T 1
-1 0 1

Abbildung: Nadelimpuls fil dt/ (107 + t?)



L Anfangswertmethode

Nadelimpuls

Die nicht-adaptive Romberg-Quadratur bendtigte fiir einen relativen
Fehler von ca. 1079 insgesamt 4097 f-Auswertungen. Die adaptive
Romberg-Quadratur bendtigt fiir einen verlangten Fehler von 10~°
nur 321 f-Auswertungen bei einem genauen Fehler von 1.4 - 1077,



L Anfangswertmethode

Schwierige Integranden

Viele Integranden verlangen jedoch zusétzlichen (manuellen Eingriff)
m unstetige Integranden
m Integration zwischen Unstetigkeitstellen
m stark oszillierende Integranden
m Integration zwischen Nullstellen/ Extremstellen
m schwach singuldre Integranden, d.h. f ¢ C*|a, b]
m geeignete Substitution



Zwei Adaptive Quadraturverfahren
L Adaptive

L Anfangswertmethode

Schwierige Integranden

m Parameterabhiingige Integranden I()) := f: Ft, N)dt
m Quadratur-Parameterwerte speichern
m Parameterabhéngige Gitter verwenden
m Festgelegte Gitter verwenden

m Diskrete Integranden

m Trapezsumme verwenden, insbesonders falls Erwartungswert
Messfehler = 0
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L Adaptive Verf:
L Randwertmethode

Randwertmethode

Statt Integrationsintervall 'von links nach rechts’ zu durchlaufen
(Anfangswertmethode), verwende ausgehend von Ausgangsgitter
A% = {a,b} Folge von Gittern A*, A2... (A C Al C A2 C ...) mit
feineren Unterteilungen in Intervallen, wo es fiir die geforderte
Genauigkeit notwendig ist. ("Mehrgitter-Verfahren’)

Dabei benétigen wir

m lokale Fehlerschétzer

m lokale Verfeinerungsregeln



Fehlerschatzer

Fehler-Abschétzung wieder iiber Verfahren niedriger und hoéherer
Ordnung: Trapez-Regel T und Simpson-Regel S.

Unter der Annahme dass Simpson-Regel lokal genauer als
Trapez-Regel ist, schitzen wir

wobel J = (t1, tm, tr), [t tr] C [a, 0], t = (8 + ) /2
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L Randwertmethode

Fehlerschatzer

h
TO) = 7 (ftr) + 2f(tm) + f(r)

h
sSh=¢ (fltr) + 4f(tm) + f(t))

t tm ty

Abbildung: Trapez- und Simpson-Regel fiir ein J
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L Randwertmethode

Verfeinerungsregel

Verfeinerungsregel = Lokale Bisektion

1+t
Jl = (th 2Tn7tm)

ty +tm
Jr= by, ——— b

Ist J durch Bisektion entstaden, bezeichnet J~ das Ausgangsintervall
der letzten Stufe.



L Randwertmethode

Verfeinerungsregel

Ji Ir
(<, L L ©
]lI ]lr ]rl Trr
[} . o . ° o . 5]

Abbildung: zweimalige Verfeinerung
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Verfeinerungsregel

Wir versuchen hier so zu verfeinern, dass der lokale
Diskretisierungsfehler gleichverteilt wird, d.h. dass Gitter A sollte so
verfeinert werden, dass fiir das verfeinerte Gitter AT gilt

é(J) = const fiir alle J € A
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L Adaptiv
L Randwertmethode

Verfeinerungsregel

Uber lokale Extrapolation kann vorausschauend ein Schitzer

) =et(J) = 2

gewonnen werden. Ubertritt dieser einen Schwellwert, so wird das
Intervall unterteilt. Dazu verwenden wir den maximalen lokalen

Fehler bei globaler Verfeinerung

K(A) = max et (J)



e(J)

()

a b

Abbildung: Geschétzte Fehlerverteilung vor und nach globaler und lokaler
Verfeinerung
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L Randwertmethode

Verfeinerungsregel

Verfeinere also J € A mit &(J) > k(A)
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L Adapti
L Randwertm

Fehlerschétzung

Die Schatzung des globalen Approximationsfehler

e(A) =

/ " foyat - sw‘

iiber die Summe der lokalen Fehlerschitzungen ist ungeeignet, da sich
diese ausmitteln kénnen. Stattdessen wird iiberpriift

e(A) < e(A7)

wonach
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Fehlerschétzung

Um ¢(A) <« ¢(A™) garantieren zu konnen, sollten stufenweise
hinreichend viele Intervalle verfeinert werden. Dafiir wird x(A) ersetzt
durch

1
Ao . + - ~
F := min (rjleage (J), 5 IJneai(s(J))
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L Adaptive Verf:
L Randwertmethode

Algorithmus

Algorithmus 9.36 (Einfache Mehrgitter-Quadratur).
Wahle ein Startgitter, z.B. A := {(a, (a + b)/2, b)};
fori = 0t0 iy do

Berechne T(J), S(J) und &(A) fiir alle J € A;
Berechne £(A);
if £(A) < tol |S(J)| then
break; (fertig, Losung S(A))
else
Berechne £*(J) und &(J) fiir alle J € A;
Berechne k(A);
Ersetze alle J € A mit £(J) > k(A) durch J; und J,;
end
end

Abbildung: Algorithmus Mehrgitter-Quadratur
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L Randwertmethode

Starken und Schwachen

m Stérken: auch relativ gut fiir z.B. unstetige und schwach singulére
Integranden geeignet

m Schwiichen: z.B. Parameterabhéingige Integranden
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L Randwertmethode

Nadelimpuls

104

5-103

L

Abbildung: Gitter fiir Mehrgitter-Quadratur fiir tol= 10~* (Nadelimpuls)
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L Adaptive Verf:
L Randwertmethode

Nadelimpuls

Fiir die Toleranz 10~2 benétigt der Algorithmus 121 f-Auswertungen
und schiitzt é = 2.4 - 10~* bei einem tatséchlichen Fehler von
2.1-107%,
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Beispiel 1

N

Abbildung: Funktion sin(z)/(0.00125 + 2?) auf [0, 1]



draturverfahren

Beispiel 1

Klassiche Romberg-Quadratur benétigt insgesamt 33
Funktionsauswertungen fiir einen (relativen) Fehler von

4.283226e — 03.

Adaptive Romberg-Quadratur benstigt 27 Funktionsauswertungen fiir
einen Fehler von 1.427033e — 03, bei einem geschéitzten Fehler von
5.768818¢ — 04.
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0.9 1

0.8 1
0.6 1

0.4 1

A |

0.2

011 \\ 1

Abbildung: Funktion 1/x auf [0, 100]



draturverfahren

Beispiel 2

Klassiche Romberg-Quadratur benétigt insgesamt 257
Funktionsauswertungen fiir einen (relativen) Fehler von
3.274580e — 05.

Adaptive Romberg-Quadratur benétigt nur 155
Funktionsauswertungen fiir einen Fehler von 2.698730e — 06, bei
einem geschitzten Fehler von 2.236911e — 05.



Beispiel 2

0.9

081

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0.2 0.4 0.6 0.8

Abbildung: Funktion /z auf [0, 1]
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Beispiel 2

Klassiche Romberg-Quadratur bendtigt insgesamt 4097
Funktionsauswertungen fiir einen (relativen) Fehler von
3.923013e — 07.

Adaptive Romberg-Quadratur bendtigt nur 197
Funktionsauswertungen fiir einen Fehler von 1.752414e — 07, bei
einem geschétzten Fehler von 9.572554e¢ — 09.
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