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Begriffsklärung

Was ist das?

Funktionen, die auch in angewandten Wissenschaften
Bedeutung erhalten
keine elementaren Funktionen

keine algebraische, trigonometrische, exponentielle
oder logarithmische Funktion

kann nicht durch algebraische Operationen aus diesen
Funktionsarten erhalten werden

Funktionen stehen in Beziehung zueinander
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Beispiele

Einige Beispiele für spezielle Funktionen sind:

Gammafunktion
Betafunktion
Fehlerfunktion
Bessel-Funktionen
Dirichlet-Funktion
Hermitesche Polynome
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Idee und Eigenschaften

Die Gammafunktion
betrachte Exponentialreihe

exp(x) =
∞∑

n=0

xn

n!
mit (1)

n! =
n∏

m=1

m (2)

Fakultät spielt nicht nur in Exponentialreihe eine Rolle
→ will nicht nur Definition über ganzzahlige Werte von n

wichtigste Eigenschaft der Fakultät:
n! = n · (n − 1)! (3)
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Definition

Gammafunktion soll zwei Kriterien erfüllen:

Γ (n + 1) = n! für n ∈ N \ {0} (4)
Γ (n + 1) = n · Γ (n) für n ∈ R (5)

meist wird Integral als Definition für Γ : R+ → R genutzt:

Γ (x) =
∫ ∞

0
tx−1e−t dt (6)
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Definition

mit partieller Integration lassen sich Eigenschaften
zeigen

Γ (2) =
∫ ∞

0
t1e−t dt = −te−t

∣∣∣∣∞
0

+

∫ ∞

0
e−t dt

= 0 − e−t
∣∣∣∣∞
0

= 1 = 1! (7)

Γ (x + 1) =
∫ ∞

0
txe−t dt = −txe−t

∣∣∣∣∞
0

+ x
∫ ∞

0
tx−1e−t dt

= x · Γ (x) (8)
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Definition

wir erweitern den Definitionsbereich der Funktion
Γ : R \ Z− → R

Γ (1) =
∫ ∞

0
e−t dt = 1 = 0! (9)

Γ (0) = (−1)! =
∫ ∞

0
t−1e−t dt = ∞ (10)

durch die eingangs geforderte Eigenschaft aus
Gleichung (5) erhält man:

Γ (−1) =
Γ (0)
−1

= −∞ (11)

Γ (−2) =
Γ (−1)
−2

= ∞ ...
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Definition

außerdem gilt der Eulersche Ergänzungssatz:
Γ (x) · Γ (1 − x) =

π

sin(πx)
(12)

nun kann z.B. Γ (1
2) berechnet werden, x = 1

2

Γ (1
2) · Γ (1

2) = Γ 2(1
2) =

π

sin(π2 )
= π

Γ (1
2) =

√
π (13)
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Matlab

Matlabfunktion gamma()
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komplexe Gammafunktion

Abbildung 1: Realteil der
komplexen Gammafunktion
z = ℜ(Γ (z̃)) [B2]

Abbildung 2: Imaginärteil
der komplexen
Gammafunktion
z = ℑ(Γ (z̃)) [B2]
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Normalverteilung

sinnvoll für Standardnormalverteilung X ∼ N(0,1) mit
Dichtefunktion

f (x) = N · e− x2
2 (14)

gerade Funktion f muss normiert werden, dass∫∞
−∞ f (x)dx = 1 gilt

substituiert man u = x2

2 , sodass dx = 1√
2u

du, erhält man

1
2N =

∫ ∞

0

1√
2
u− 1

2 e−u du = 1√
2
· Γ (1

2)

N = 1√
2π

(15)
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Normalverteilung

Die Fehlerfunktion

integriert man die Dichtefunktion f (x) = 1√
2π

e− x2
2 der

Standardnormalverteilung für die Verteilungsfunktion,
erhält man das Fehlerintegral

Φ(z) =
1√
2π

∫ z

−∞
e− x2

2 dx bzw. (16)

Φ0(z) =
1√
2π

∫ z

0
e− x2

2 dx (17)
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Normalverteilung

durch die Substitution u = x√
2

erhält man

Φ0(z) =
1
2
· 2√

π

∫ z√
2

0
e−u2

du︸ ︷︷ ︸
= erf ( z√

2
)

= 1
2erf ( z√

2
) (18)

Fehlerfunktion ist durch dieses Integral definiert

erf (z) :=
2√
π

∫ z

0
e−x2

dx (19)

für Verteilungsfunktion ergibt sich
Φ(z) = 1

2(1 + erf ( z√
2
)) (20)
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Normalverteilung

neben erf (x) gibt es auch folgende Darstellungen:

erfc(x) = 1 − erf (x) =
2√
π

∫ ∞

x
e−t2

dt (21)

erf (a,b) =
2√
π

∫ b

a
e−t2

dt = erf (b)− erf (a) (22)

imaginäre Fehlerfunktion

erfi(x) =
erf (ix)

i
(23)
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Numerische Berechnung

gaußsche Glockenkurve g(t) = e−t2 lässt sich bei t0 = 0
taylorentwickeln

g(t) =
∞∑

n=0

g(n)(0) · tn

n!

= 1 − t2 +
t4

2
− t6

6
+

t8

24
− t10

120
+ ... (24)

integrieren liefert Näherung für das gesuchte Integral∫ x

0
e−t2

dt = x− x3

1! · 3
+

x5

2! · 5
− x7

3! · 7
+

x9

4! · 9
− x11

5! · 11
+... (25)
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Numerische Berechnung

es ergibt sich also für die Fehlerfunktion

erf (x) =
2√
π

∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

n!(2n + 1)
(26)

→ sinnvoll für betragsmäßig kleine reelle Werte

für größere reelle Werte Kettenbruchdarstellung

erf (x) = 1 − 1√
π
· e−x2

x + 1
2x+ 2

x+ 3
2x+...

(27)
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Numerische Berechnung

weitere numerische Berechnungen durch
Approximationen oder Entwicklungen
bspw. durch

erf (x) =
2√
π

sgn(x)
√

1 − e−x2

(√
π

2
+

∞∑
k=1

cke−kx2

)
(28)

Reihenentwicklung der imaginären Fehlerfunktion:

erfi(x) =
2√
π

∞∑
n=0

x2n+1

n!(2n + 1)
(29)
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Matlab

Matlabfunktion erf ()
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Besselche DGL

Die Bessel-Funktionen
will man Eigenschwingung einer kreisförmigen
Membran berechnen, benötigt man 2-dimensionale
Wellengleichung: U ′′(x , y , t) = c2 ·∆U(x , y , t)

Abbildung 3: kreisförmige Membran in der x-y-Ebene [B1]
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Besselche DGL

nutzt Koordinatentransformation für Ũ(r , φ, t)
Ansatz:

Ũ(r , φ, t) = R(r) · Φ(φ) · T (t) (30)

für Radialteil R(r) erhält man DGL, die verallgemeinert
so aussieht:

x2y ′′(x) + xy ′(x) + (x2 − λ2)y(x) = 0 (31)

Gleichung (31) ist die Besselsche Differentialgleichung
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Bessel-Funktionen 1. Art

über Potenzreihenansatz y(x) = xλ ·
∑∞

k=0 ak · xk erhält
man Lösungen für die DGL

Jλ(x) =
(x

2

)λ
·

∞∑
m=0

(−1)m

Γ (m + 1)Γ (λ+ m + 1)
·
(x

2

)2m
(32)

mit Jλ : ]0,∞[→ R, für alle λ ∈ R

Jλ(x) heißen Bessel-Funktionen erster Art und λ-ter
Ordnung
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Bessel-Funktionen 2. Art

Besselsche DGL ist DGL 2. Ordnung
→ gibt 2 linear unabhängige Lösungen

Yλ(x) :=
cos(λx)Jλ(x)− J−λ(x)

sin(λπ)
(33)

→ heißen Bessel-Funktionen 2. Art und λ-ter Ordnung

allerdings sind Jλ und J−λ nur für nicht-ganzzahlige λ
lin. unabhängig
→ für Lösungen auf ganz R (also auch für ganzzahlige n)

definiert man
Yn(x) = lim

λ→n
Yλ(x) (34)
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Matlab

Matlabfunktionen besselj() und bessely()
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Matlab

Abbildung 4: Eigenschwingung der Membran zu bestimmten
Zeiten t [B1]
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Matlab

weitere spezielle Funktionen:

Polygamma-Funktionen
Barnes’sche G-Funktion
Legendre-Polynome
Hermitesche Polynome
Polylogarithmen
Zeta-Funktionen
Dirichletsche Lambda-Funktion
Dirichletsche Beta-Funktion
Pochhammer-Symbol
...
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