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Analyt. Definition
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Triviales Beispiel

Abbildung: Uberlagerung zweier Sinusfunktionen
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Abbildung: Ausschnitte eines Musikstiicks

t
(~ 0.5s oben, ~ 0.005s unten)
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Analytische Definition

Analytische Definition fiir jegliche Funktionen:
kontin. Fourieranalyse:

f(x)= \/% : /_ OOy(t) - (cos(xt) + i - sin(xt))dt

kontin. Fourieranalyse (komplex):
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Fiir periodische Funktionen:
Fourier-Reihe:

f(x) =) _(ckcos(kx) + dysin(kx)) (1)

k=0

Ausgeschrieben bedeutet das
f(x) = (co+cicos(x)+dysin(x))+(cocos(2x)+dasin(2x))+. . .

Fourier-Reihe (komplex):

F) = e (2)
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Num. Berechnung - Diskrete Fouriertransformation

Voraussetzungen fiir die numerische Interpolationsaufgabe:
m Der Anschaulichkeit halber gilt x € [0, 27]
m Anzahl der Stiitzpunkte N
m Stiitzstellen x; = 27 - JN
m Stiitzwerte y; € R

mj=01..N—-1
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Die Aufgabe besteht darin, geeignete ay, by zu finden, sodass
mit

T(x) =) (axcos(kx) + bysin(kx)) (3)

=
—

>
Il

T(x) = y; gilt.

Summe geht auch iiber k =0,1,...,[N/2]. Geht auf das
Nyquist-Shannon-Theorem zuriick (siehe R1).
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Eine Uberfiihrung in die komplexe Schreibweise bietet sich an,
um das Problem zu vereinfachen.
Mithilfe der Euler'schen Formel e'® = cos(¢) + i - sin(¢), folgt:

N—-1
T(X) — BO + 51€ix 4+t 5N_lei(N—1)X _ Zﬁkeikx (4)
k=0

Gesucht sind hierbei die 5, € C, sodass T(x;) = y; gilt.
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Bei der Verallgemeinerung der gesuchten Parameter von aj
und by auf §x gehen keine Informationen verloren, weil

ao = o
ax = Br + Bn-«k
bk = i(Bk — Bn-k)

an-1 = PBn-1

gilt. (Beweis siehe [Q2])
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Die Interpolationsbedingung T(x) = y in vektorieller
Schreibweise:

Yo eikxo
v N—-1 lkxi N—1
k
y=1 =6 L = 5)
k=0 . k=0
YN-1 e’kXN—l
Es gilt demnach
eikxo
ikx1
. e

eikXNfl
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Mit x; = 27 - j/N (siehe oben) und j € (0,1,..., N — 1), folgt

1
eik‘27r/N

eik-2m2/N

eik-27r-(.N71)/N
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Das Auflésen der Summe iiber k ergibt Folgendes:

Yo ei*0x0 ei~(N—1)xo
" ei-0x1 ei~(N—1)X1
: = o - : + -+ Bn-r
_yN—]_ ei'OXN—l ei'(Nfl)XNfl
Mit wf, = [eF0, ea . eln-1]T folgt
Yo

N-1

n
. ZBO-w?V+61-w,1\,+--~+BN_1-wN

Yn-1
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Yo
n

Yn-1

Gleichung (6) lasst sich auch durch folgende

/BOeIOXO + /Blellxo + ... + /BNflel(N_l)XO
/Boei-oxl + /Blel'~1X1 + ... + /BN—l . eI(N—l)X1

/Boe"‘OXNfl 4 Blei'lx’\’*l + - 4 Byn_g - e (N=1)xy_1

Matrix-Vektor-Multiplikation berechnen:

1 1
w w?
w2 Wt

(N=1)-(N-1)

Bo
A
P2

By

(6)
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Zusammenfassend gilt

Yo eikxo
N—1 ik N—1
n e
y= : = Zﬁk =) [w"=Fn-B (8)
: k=0 - k=0
YN-1 eflon-
1 1 1 1 1T T 68 ]
1 w w? wh—1 01
Fy-8=|1 w? w? w2 (N=1) . o
1 WN-1 2(N-1) . (N-1):(N-1) By

Wobei Fp die Fouriermatrix ist.
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Da wir die Koeffzienten 3, suchen, stellen wir um:

- 1=
§=Fly=Fly (10)

(Beweis fiir Fy' = & - Fjy siehe Q2)
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Num. Berechnung - Beispiel N = 4

Veranschaulichung am Beispiel N = 4: w) = e*27/4 = /2

reprasentieren die 4-ten Einheitswurzeln (x hier nur als
Laufvariable):

Wa wa
Wi " Wi Wi
o &= T & = & &=
w2 w3
W's . ,;'L;4
n=2 n=a3a n =4

Abbildung: Veranschaulichung Einheitswurzeln [B1]

Es ist der Zusammenhang w} = w; ™44 zu erkennen
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Somit vereinfacht sich unsere Fourier-Matrix F; von

0o ,0 ,0 .0 0o ,0 ,0 ,,0
Yo e s Yo ta s
W w2 Wit Wl wd w2 Wl Ww?
o 3 & .39 o 5 5 "4
Wg Wp Wy Wy Wy Wy Wy Wy

Einsetzen von w, = e"2™/* = ¢"'™/2 |iefert

eO-i~7r/2 eO~i~7r/2 &0 im/2 e0-i~7r/2 1 1 1 1
eO-i~7r/2 el~i'7r/2 62 im/2 e3-i~7r/2 1 h —1 —j
QT2 g2im/2 Q0im/2 Q2im/2| T |1 1 1 _1
eO-i~7r/2 e3~i'7r/2 e2 j-m/2 el-i~7r/2 1 —/ =1 /
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Zu |6sende Ausgangsgleichung: 5 = %l—:

11 1 1 11 1 1
_ 1 I -1 —i cT 1 -/ -1 I
Famli 201 2] 7R 01 4
1 —i —1 1 i -1 —
11 1 1 Yo
. 31
= =Nl 11 1] |y
1 —i -1 va

Der Aufwand dieser Berechnung ist proportional zu
O(N - N) = O(N?)
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Num. Berechnung - Schnelle Fouriertransformation

m FFT (Fast-Fourier-Transformation) verringert Aufwand zu
O(N - log,(N)) - [Beweis sieche Q2]

m Einfachster Algorithmus Cooley-Tukey Algorithmus (nur
fir den Fall N = 2™)

m Inputvektor y wird zerlegt

m Uber Symmetriebetrachtung wird eine Losung berechnet,
der Rest daraus hergeleitet (siehe Q4, R2)
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Abbildung: Ausschnitte
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Fouriertransformation Musikstiick

Abbildung: Urspriingliches Signal (oben), FFT (unten)
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Fouriertransformation Musikstiick

Abbildung: Tiefpass auf die FFT angewandt
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Fouriertransformation Musikstiick

Abbildung: Riicktransformation des Frequenzspektrums - Signal
mit Tiefpass
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Fouriertransformation Musikstiick

Abbildung: Hochpass auf das Frequenzspektrum angewandt
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Fouriertransformation Musikstiick

Abbildung: Riicktransformation des Frequenzspektrums - Signal
mit Hochpass
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Fouriersynthese und -transformation in MATLAB

Anwendung in MATLAB

Unser Ziel fiir die MATLAB-Implementierung ist die
Approximation einer Rechteckfunktion f(x) und ihrer
Fourieranalyse mittels folgender Definition:

4 L1
f(x)=— > sin(kx) (11)
k ungerade
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Fouriersynthese und -transformation in MATLAB

% Initialisierung der Parameter

Fs = 1000; % Abtastrate (Hz), Feinheit des Plots spater

T = 1; % Signalperiode (s), in der Prasentation wurde 2\pi gewdhlt

M = Fs * T; % Anzahl der Samples, &quivalent zu N in der Prasentation

t = T*(@:N-1)/N; %auch = (@:N-1)/Fs ; Zeitvektor, &quivalent zu x_j in der Présentation
anzahl_wellen = 1000;% Anzahl verwendeten Sinuswellen

Abbildung: Initialisierung der Parameter

% Endliche Fourier-Reihendarstellung der Square-Waveform

rechteck = zeros(size(t)); % Initialisierung des Signals

for k = 1:2:anzahl_wellen % Nur ungerade Sinuswellen aufaddiert
rechteck = rechteck + (1/k) * sin(k * 2 * pi * t / T);

end

Abbildung: Approximation der Rechteckfunktion tiber endliche
Fourierreihe
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Fouriersynthese und -transformation in MATLAB

% FFT-Analyse

fft_ausgabe = fft(rechteck); % Berechnung der FFT
fft_betrag = abs(fft_ausgabe/N); % Betrag der FFT normiert
fft_plot = fft_betrag(l:N/2+1); % Einseitiges Spektrum

f =Fs * (8:(N/2)) / N; % Freguenzvektor

Abbildung: Anpassung der Fouriertransformation

AnschlieBend plot(t, rechteck) und stem(f, fft_plot)
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Fouriersynthese und -transformation in MATLAB

0 & Figure2 - o x
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Abbildung: Ausgabe fiir N=10
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Fouriersynthese und -transformation in MATLAB

@ 4] Figure2 - o x
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Abbildung: Ausgabe fiir N=100



Anwendung an ausgewéhlten Beispiel

[e]elelele] ]

Fouriersynthese und -transformation in MATLAB

@ 4] Figure2 - o x
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Abbildung: Ausgabe fiir N=1000



m Die Fouriertransformation interpoliert Funktionen und
bietet dabei die Moglichkeit der Spektralanalyse
(Umwandlung Zeitskala zu Frequenzskala)

m Diskrete Fouriertransformation: y — 3 = % -Fuy

m Diskrete Fouriersynthese: 3 — y = F,l 3

m Eine Berechnung realistischer Beispiele sollte niemals per
Hand erfolgen, da zu umfangreich

m Anwendung findet die Fouriertransformation in der
Komprimierung von Dateien wie .mp3, .jpeg, indem
redundante Frequenzen entfernt werden
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