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Triviales Beispiel

Abbildung: Überlagerung zweier Sinusfunktionen
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Nicht-triviales Beispiel

Abbildung: Ausschnitte eines Musikstücks

(∼ 0.5s oben, ∼ 0.005s unten)
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Analytische Definition

Analytische Definition für jegliche Funktionen:
kontin. Fourieranalyse:

f (x) =
1√
2π

·
∫ +∞

−∞
y(t) · (cos(xt) + i · sin(xt))dt

kontin. Fourieranalyse (komplex):

f (x) =
1√
2π

·
∫ +∞

−∞
y(t)e ixtdt
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Für periodische Funktionen:
Fourier-Reihe:

f (x) =
∞∑
k=0

(ckcos(kx) + dksin(kx)) (1)

Ausgeschrieben bedeutet das

f (x) = (c0+c1cos(x)+d1sin(x))+(c2cos(2x)+d2sin(2x))+. . .

Fourier-Reihe (komplex):

f (x) =
∞∑
k=0

βke
ikx (2)
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Num. Berechnung - Diskrete Fouriertransformation

Voraussetzungen für die numerische Interpolationsaufgabe:

Der Anschaulichkeit halber gilt x ∈ [0, 2π]

Anzahl der Stützpunkte N

Stützstellen xj = 2π · j
N

Stützwerte yj ∈ R
j = 0, 1, . . . ,N − 1
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Die Aufgabe besteht darin, geeignete ak , bk zu finden, sodass
mit

T (x) =
N−1∑
k=0

(akcos(kx) + bksin(kx)) (3)

T (xj) = yj gilt.

Summe geht auch über k = 0, 1, . . . , ⌈N/2⌉. Geht auf das
Nyquist-Shannon-Theorem zurück (siehe R1).
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Eine Überführung in die komplexe Schreibweise bietet sich an,
um das Problem zu vereinfachen.
Mithilfe der Euler’schen Formel e iϕ = cos(ϕ) + i · sin(ϕ), folgt:

T (x) = β0 + β1e
ix + · · ·+ βN−1e

i(N−1)x =
N−1∑
k=0

βke
ikx (4)

Gesucht sind hierbei die βk ∈ C, sodass T (xj) = yj gilt.
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Bei der Verallgemeinerung der gesuchten Parameter von ak
und bk auf βk gehen keine Informationen verloren, weil

a0 = β0

ak = βk + βN−k

bk = i(βk − βN−k)

aN−1 = βN−1

gilt. (Beweis siehe [Q2])
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Die Interpolationsbedingung T (x) = y in vektorieller
Schreibweise:

y =


y0
y1
...

yN−1

 =
N−1∑
k=0

βk


e ikx0

e ikx1
...

e ikxN−1

 =
N−1∑
k=0

βkω
k (5)

Es gilt demnach

ωk =


e ikx0

e ikx1
...

e ikxN−1


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Mit xj = 2π · j/N (siehe oben) und j ∈ (0, 1, . . . ,N − 1), folgt

ωk
N =


1

e ik·2π/N

e ik·2π·2/N

...
e ik·2π·(N−1)/N


 j = 0, 1, . . . ,N − 1
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Das Auflösen der Summe über k ergibt Folgendes:
y0
y1
...

yN−1

 = β0 ·


e i ·0x0

e i ·0x1
...

e i ·0xN−1

+ · · ·+ βN−1 ·


e i ·(N−1)x0

e i ·(N−1)x1

...
e i ·(N−1)xN−1


Mit ωk

N = [e ikx0 , e ikx1 , . . . , e ikxN−1]T folgt
y0
y1
...

yN−1

 = β0 · ω0
N + β1 · ω1

N + · · ·+ βN−1 · ωN−1
N
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
y0
y1
...

yN−1

 =


β0e

i ·0x0 + β1e
i ·1x0 + · · ·+ βN−1e

i ·(N−1)x0

β0e
i ·0x1 + β1e

i ·1x1 + · · ·+ βN−1 · e i ·(N−1)x1

...
β0e

i ·0xN−1 + β1e
i ·1xN−1 + · · ·+ βN−1 · e i ·(N−1)xN−1


(6)

Gleichung (6) lässt sich auch durch folgende
Matrix-Vektor-Multiplikation berechnen:

1 1 1 · · · 1
1 ω ω2 · · · ωN−1

1 ω2 ω4 · · · ω2·(N−1)

...
...

...
. . .

...
1 ωN−1 ω2·(N−1) · · · ω(N−1)·(N−1)

 ·


β0

β1

β2
...

βN−1

 (7)
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Zusammenfassend gilt

y =


y0
y1
...

yN−1

 =
N−1∑
k=0

βk


e ikx0

e ikx1
...

e ikxN−1

 =
N−1∑
k=0

βkω
k = FN ·β (8)

FN · β =


1 1 1 · · · 1
1 ω ω2 · · · ωN−1

1 ω2 ω4 · · · ω2·(N−1)

...
...

...
. . .

...
1 ωN−1 ω2·(N−1) · · · ω(N−1)·(N−1)

 ·


β0

β1

β2
...

βN−1


(9)

Wobei FN die Fouriermatrix ist.
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Da wir die Koeffzienten βk suchen, stellen wir um:

β = F−1y =
1

N
F̄T
N y (10)

(Beweis für F−1
N = 1

N
· F̄T

N siehe Q2)
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Num. Berechnung - Beispiel N = 4

Veranschaulichung am Beispiel N = 4: ωx
4 = e ix ·2π/4 = e ix ·π/2

repräsentieren die 4-ten Einheitswurzeln (x hier nur als
Laufvariable):

Abbildung: Veranschaulichung Einheitswurzeln [B1]

Es ist der Zusammenhang ωx
4 = ωx mod 4

4 zu erkennen
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Somit vereinfacht sich unsere Fourier-Matrix F4 von
ω0
4 ω0

4 ω0
4 ω0

4

ω0
4 ω1

4 ω2
4 ω3

4

ω0
4 ω2

4 ω4
4 ω6

4

ω0
4 ω3

4 ω6
4 ω9

4

 zu


ω0
4 ω0

4 ω0
4 ω0

4

ω0
4 ω1

4 ω2
4 ω3

4

ω0
4 ω2

4 ω0
4 ω2

4

ω0
4 ω3

4 ω2
4 ω1

4


Einsetzen von ω4 = e i ·2π/4 = e i ·π/2 liefert

e0·i ·π/2 e0·i ·π/2 e0·i ·π/2 e0·i ·π/2

e0·i ·π/2 e1·i ·π/2 e2·i ·π/2 e3·i ·π/2

e0·i ·π/2 e2·i ·π/2 e0·i ·π/2 e2·i ·π/2

e0·i ·π/2 e3·i ·π/2 e2·i ·π/2 e1·i ·π/2

 =


1 1 1 1
1 i −1 −i
1 −1 1 −1
1 −i −1 i


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Zu lösende Ausgangsgleichung: β = 1
N
F̄T
4 y

F4 =


1 1 1 1
1 i −1 −i
1 −1 1 −1
1 −i −1 i

 =⇒ F̄T
4 =


1 1 1 1
1 −i −1 i
1 −1 1 −1
1 i −1 −i



=⇒ β =
1

N


1 1 1 1
1 i −1 −i
1 −1 1 −1
1 −i −1 i

 ·


y0
y1
y2
y3


Der Aufwand dieser Berechnung ist proportional zu
O(N · N) = O(N2)
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Num. Berechnung - Schnelle Fouriertransformation

FFT (Fast-Fourier-Transformation) verringert Aufwand zu
O(N · log2(N)) - [Beweis siehe Q2]

Einfachster Algorithmus Cooley-Tukey Algorithmus (nur
für den Fall N = 2m)

Inputvektor y wird zerlegt

Über Symmetriebetrachtung wird eine Lösung berechnet,
der Rest daraus hergeleitet (siehe Q4, R2)
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Fouriertransformation Musikstück

Anwendung: Fouriertransformation Musikstück

Abbildung: Ausschnitte eines Musikstücks - im Folgenden ”Signal”
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Fouriertransformation Musikstück

↓

Abbildung: Ursprüngliches Signal (oben), FFT (unten)
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Fouriertransformation Musikstück

Abbildung: Tiefpass auf die FFT angewandt
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Fouriertransformation Musikstück

↑

Abbildung: Rücktransformation des Frequenzspektrums - Signal
mit Tiefpass
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Fouriertransformation Musikstück

Abbildung: Hochpass auf das Frequenzspektrum angewandt
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Fouriertransformation Musikstück

↑

Abbildung: Rücktransformation des Frequenzspektrums - Signal
mit Hochpass
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Fouriersynthese und -transformation in MATLAB

Anwendung in MATLAB

Unser Ziel für die MATLAB-Implementierung ist die
Approximation einer Rechteckfunktion f(x) und ihrer
Fourieranalyse mittels folgender Definition:

f (x) =
4

π

N∑
k ungerade

1

k
sin(kx) (11)
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Fouriersynthese und -transformation in MATLAB

Abbildung: Initialisierung der Parameter

Abbildung: Approximation der Rechteckfunktion über endliche
Fourierreihe
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Fouriersynthese und -transformation in MATLAB

Abbildung: Anpassung der Fouriertransformation

Anschließend plot(t, rechteck) und stem(f, fft plot)
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Fouriersynthese und -transformation in MATLAB

Abbildung: Ausgabe für N=10
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Fouriersynthese und -transformation in MATLAB

Abbildung: Ausgabe für N=100
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Fouriersynthese und -transformation in MATLAB

Abbildung: Ausgabe für N=1000



Inhalt Analyt. Definition Num. Berechnung Anwendung an ausgewählten Beispiel Fazit Quellen

Fazit

Die Fouriertransformation interpoliert Funktionen und
bietet dabei die Möglichkeit der Spektralanalyse
(Umwandlung Zeitskala zu Frequenzskala)

Diskrete Fouriertransformation: y 7→ β = 1
N
· F̄T

N y

Diskrete Fouriersynthese: β 7→ y = F̄T
N β

Eine Berechnung realistischer Beispiele sollte niemals per
Hand erfolgen, da zu umfangreich

Anwendung findet die Fouriertransformation in der
Komprimierung von Dateien wie .mp3, .jpeg, indem
redundante Frequenzen entfernt werden
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