Partielle Differentialgleichungen

Eric Westendorf

Seminar Numerik

Institut fiir Mathematik

Eric Westendorf Seminar Numerik, Institut fiir Mathematik

Partielle rentialgleichungen 1/ 51


mailto:eric.westendorf@uni-rostock.de
https://www.physik.uni-rostock.de/
https://www.uni-rostock.de/
mailto:eric.westendorf@uni-rostock.de
https://www.physik.uni-rostock.de/
https://www.uni-rostock.de/

@ Einfiihrung

Mathematik

2 /51


mailto:eric.westendorf@uni-rostock.de
https://www.physik.uni-rostock.de/
https://www.uni-rostock.de/

Einfiithrung
[ JeJele]

@ Einfiihrung
Uberblick iiber PDEs

Seminar Numerik, Institut fiir Mathematik



mailto:eric.westendorf@uni-rostock.de
https://www.physik.uni-rostock.de/
https://www.uni-rostock.de/

Definition

Eric Westendorf Institut fiir Mathematik

Partielle Different 4 /51


mailto:eric.westendorf@uni-rostock.de
https://www.physik.uni-rostock.de/
https://www.uni-rostock.de/

Einfiithrung
[e] Jele}

Definition

® Gleichungen, die die Beziehung einer Funktion mehrerer
verdnderlichen zu ihren Ableitungen beschreibt.
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[e] Jele}

Definition

® Gleichungen, die die Beziehung einer Funktion mehrerer
verdnderlichen zu ihren Ableitungen beschreibt.

¢ grundlegend fiir Modellierung physikalischer Probleme (bspw. Hydro,
Edyn, Quanten)
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Einfiithrung
[e] Jele}

Definition

® Gleichungen, die die Beziehung einer Funktion mehrerer
verdnderlichen zu ihren Ableitungen beschreibt.

¢ grundlegend fiir Modellierung physikalischer Probleme (bspw. Hydro,
Edyn, Quanten)

® kdnnen in der Form dargestellt werden:

ou 0u
F <x1,x2,...x,,,u(x1,...,xn),aXl,...,aXQ) =0 (D)
1

Eric Westendorf Seminar Numerik, Institut fiir Mathematik

Particlle Differentialgleichungen a/51


mailto:eric.westendorf@uni-rostock.de
https://www.physik.uni-rostock.de/
https://www.uni-rostock.de/

Einfiithrung
[e]e] Te}

Typen von PDEs

[3]



mailto:eric.westendorf@uni-rostock.de
https://www.physik.uni-rostock.de/
https://www.uni-rostock.de/
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[e]e] Te}

Typen von PDEs

¢ (besonders) bedeutend sind PDEs der Form

2 2 2
0%u 0%u 0%u f( ou 8u) )

AU g Tu O 9u Ou
a2 T 2Baxay T Co,z Y9x5 ay

[3]
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Einfiithrung
[e]e] Te}

Typen von PDEs

¢ (besonders) bedeutend sind PDEs der Form

()

5%u &%u 5%u . ou Ou
0x? OxQy Oy?

Age H 2Byt Caye =T (0 50y

— AC < 0 heilen elliptisch

[3]
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Einfiithrung
[e]e] Te}

Typen von PDEs

¢ (besonders) bedeutend sind PDEs der Form

5%u &%u 5%u . ou Ou
0x? OxQy Oy?

Age H 2Byt Caye =T (0 50y

® B2 — AC < 0 heiRen elliptisch
® B2 — AC = 0 heiRen parabolisch

[3]
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Typen von PDEs
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A2u 02u 0%u
Al g dTU 07U
a2 T 2Baxay T Co,z

— AC < 0 heilen elliptisch
— AC = 0 heilen parabolisch
— AC > 0 heiBen hyperbolisch

(besonders) bedeutend sind PDEs der Form

Ju Ou
f(X7y78X7ay) (2)
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interaktiver Teil

® Wairmeleitungsgleichung % = alAu
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interaktiver Teil

® Wairmeleitungsgleichung % = alAu
® parabolisch
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interaktiver Teil

® Wairmeleitungsgleichung % = alAu
® parabolisch

. 2
® Wellengleichung % = c?Au
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interaktiver Teil

® Wairmeleitungsgleichung % = alAu

® parabolisch
® Wellengleichung % = c?Au
® hyperbolisch
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interaktiver Teil

® Wairmeleitungsgleichung % = alAu

® parabolisch

® Wellengleichung % = c?Au
® hyperbolisch

® Laplace: Au=0
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interaktiver Teil

® Wairmeleitungsgleichung % = alAu

® parabolisch

® Wellengleichung % = c?Au
® hyperbolisch

® Laplace: Au=0
® elliptisch
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interaktiver Teil

® Warmeleitungsgleichung 3 a“ = alAu
® parabolisch

® Wellengleichung % = c?Au
® hyperbolisch
® Laplace: Au=0
® elliptisch
e TDSE in% = <7%A +V(x, t)) W(x, t)
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Einfiithrung
[e]e]e] ]

interaktiver Teil

® Warmeleitungsgleichung 3 a“ = alAu
® parabolisch

® Wellengleichung % = c?Au
® hyperbolisch
® Laplace: Au=0
® elliptisch
e TDSE in% = <7%A +V(x, t)) W(x, t)

® parabolisch
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Einfiithrung
[e]e]e] ]

interaktiver Teil

® Wairmeleitungsgleichung % = alAu

® parabolisch

Wellengleichung % = c?Au
® hyperbolisch

Laplace: Au=0
® elliptisch

TDSE ihd% = <—§—mA +V(x, t)) W(x, t)
® parabolisch

TISE (—%A + V(x)) W(x) = Ey(x)
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interaktiver Teil

® Wairmeleitungsgleichung % = alAu

® parabolisch

Wellengleichung % = c?Au
® hyperbolisch

Laplace: Au=0
® elliptisch

TDSE ihd% = (%A +V(x, t)) W(x, t)
® parabolisch

TISE (—%A + V(x)) W(x) = Ey(x)
® elliptisch
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Produktansatz (bei Physiker*innen sehr beliebt)
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Einfiithrung
oe

Produktansatz (bei Physiker*innen sehr beliebt)

® wir wollen |8sen

. 9 ’ h2 82 1
O R Ot A L) COIS
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Einfiithrung
oe

Produktansatz (bei Physiker*innen sehr beliebt)

® wir wollen |8sen

., 0U(x,t)
lhiat

e Ansatz: ¢¥(x,t) = ¢(x) - p(t)

2

imo()R(E) = 50 ()e(8) + 3 AR (4)
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Einfiithrung
oe

Produktansatz (bei Physiker*innen sehr beliebt)

® wir wollen |8sen

., 0U(x,t)
lhiat

e Ansatz: ¢¥(x,t) = ¢(x) - p(t)

imo()R(E) = 50 ()e(8) + 3 AR (4)

e umstellen:
L0 R 8()

1
= T ImwP = E (5)

p(t)  2m (x) 2
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Numerische Methoden ODEs (recap)
[e] lelelelele}

Finite Differenzen

® |dee: Darstellung der Ableitung mit zwei Punkten
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Numerische Methoden ODEs (recap)
[e] lelelelele}

Finite Differenzen

® |dee: Darstellung der Ableitung mit zwei Punkten

* Euler vorwirts f/ = fra=ha
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Numerische Methoden ODEs (recap)
[e] lelelelele}

Finite Differenzen

® |dee: Darstellung der Ableitung mit zwei Punkten
* Euler vorwirts f/ = fra=ha
fa—fo_1

® Euler riickwarts f; = ==
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Numerische Methoden ODEs (recap)
[e] lelelelele}

Finite Differenzen

Idee: Darstellung der Ableitung mit zwei Punkten

fria—fa

Euler vorwarts f, =
fo—fo_1
A

Fn+1 7fn—1
2h

Euler riickwirts f =

central difference: f; =
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Numerische Methoden ODEs (recap)
[e]e] lelelele}

Finite Differenzen (allgemein)
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Numerische Methoden ODEs (recap)
[e]e] lelelele}

Finite Differenzen (allgemein)

® |dee: betrachte Taylorreihe an n-ter Stiitzstelle

> mh)¥
fn+m = Z fn(k) ’ ( k|)
k=0 ’
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Numerische Methoden ODEs (recap)
[e]ele] lelele}

Finite Differenzen (allgemein)

4h2 8h3 16hH*
foz = fo = 20 A = SR S Y — o

h? R3 h* h®
_ _ / "o " (4) _ (5) .
e I A L T L
f = f,
h? h3 h* h®
fn+1 = fn + hf,; + ?fn// + gfn/” + ﬂfn(‘t) + ﬁfn@) + -
h? 8h3 16h* 32h°
_ ! " " (4) (5) .
fore = fo + 2hf, + =1y + o'+ =g 120 > +
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Numerische Methoden ODEs (recap)
[e]ele]e] Jele}

finite differences (allgemein)

(a+b+c+d+e)f,=0
(—2a— b+ d+ 2e)hf, = f,
h2
(4a+b+d+4e)7f,§’:0
3L
(—83—b+d+8e)T”:0
4.£(4)
(16a+ b+ d + 16e) 22 =0

[5]
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Anwendung: DGL
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Numerische Methoden ODEs (recap)
[e]ele]ele] e}

Anwendung: DGL

® expliziter Euler propagator: y(t + h) = y(t) + f(t,y(t))h
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Numerische Methoden ODEs (recap)
[e]ele]ele] e}

Anwendung: DGL

® expliziter Euler propagator: y(t + h) = y(t) + f(t,y(t))h

* amplification (Gradmesser y' = Ay; A < 0) a(h) = % +) = (1+ \h)
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Numerische Methoden ODEs (recap)
[e]ele]ele] e}

Anwendung: DGL

® expliziter Euler propagator: y(t + h) = y(t) + f(t,y(t))h
* amplification (Gradmesser y' = Ay; A < 0) a(h) = % +) = (1+ \h)
® Stabilitit (A +A") +AN"h <0
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Numerische Methoden ODEs (recap)
[e]ele]ele] e}

Anwendung: DGL

® expliziter Euler propagator: y(t + h) = y(t) + f(t,y(t))h
* amplification (Gradmesser y' = Ay; A < 0) a(h) = % +) = (1+ \h)
® Stabilitit (A +A") +AN"h <0

e impliziter Euler: y(t + h) = y(t) + f(t + h,y(t + h))h
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Numerische Methoden ODEs (recap)
[e]ele]ele] e}

Anwendung: DGL

® expliziter Euler propagator: y(t + h) = y(t) + f(t,y(t))h
* amplification (Gradmesser y' = Ay; A < 0) a(h) = % +) = (1+ \h)
® Stabilitit (A +A") +AN"h <0

e impliziter Euler: y(t + h) = y(t) + f(t + h,y(t + h))h

o o —

1—Xh
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Numerische Methoden ODEs (recap)
[e]ele]ele] e}

Anwendung: DGL

® expliziter Euler propagator: y(t + h) = y(t) + f(t,y(t))h
* amplification (Gradmesser y' = Ay; A < 0) a(h) = % +) = (1+ \h)
® Stabilitit (A +A") +AN"h <0

e impliziter Euler: y(t + h) = y(t) + f(t + h,y(t + h))h

1
° _
Q=1

e —(AFA)HFIh>0
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Numerische Methoden ODEs (recap)
[e]ele]ele] e}

Anwendung: DGL

® expliziter Euler propagator: y(t + h) = y(t) + f(t,y(t))h
* amplification (Gradmesser y' = Ay; A < 0) a(h) = % +) = (1+ \h)
® Stabilitit (A +A") +AN"h <0

e impliziter Euler: y(t + h) = y(t) + f(t + h,y(t + h))h

1

.a—

o —(A+/\*)+/\>\ h>0
e Crank-Nicolson: y(t + h) = y(t) + [f(t,y(t)) + f(t + h,y(t + h))]2
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Numerische Methoden ODEs (recap)
[e]ele]ele] e}

Anwendung: DGL

® expliziter Euler propagator: y(t + h) = y(t) + f(t,y(t))h
* amplification (Gradmesser y' = Ay; A < 0) a(h) = % +) = (1+ \h)
® Stabilitit (A +A") +AN"h <0

e impliziter Euler: y(t + h) = y(t) + f(t + h,y(t + h))h

1

. C—Y(j\JrX‘)jL/\,\ “h>0
e Crank-Nicolson: y(t + h) = y(t) + [f(t,y(t)) + f(t + h,y(t + h))]2

2+\h

° —
Q= 37%h
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Numerische Methoden ODEs (recap)
[e]ele]ele] e}

Anwendung: DGL

® expliziter Euler propagator: y(t + h) = y(t) + f(t,y(t))h
* amplification (Gradmesser y' = Ay; A < 0) a(h) = % +) = (1+ \h)
® Stabilitit (A +A") +AN"h <0

e impliziter Euler: y(t + h) = y(t) + f(t + h,y(t + h))h

1

.a—

o —(A+/\*)+/\>\ h>0
e Crank-Nicolson: y(t + h) = y(t) + [f(t,y(t)) + f(t + h,y(t + h))]2

o . _ 2tAh
Q= 373h
* A+ X\ <0
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Numerische Methoden ODEs (recap)
[e]ele]ele] e}

Anwendung: DGL

® expliziter Euler propagator: y(t + h) = y(t) + f(t,y(t))h
* amplification (Gradmesser y' = Ay; A < 0) a(h) = % +) = (1+ \h)
® Stabilitit (A +A") +AN"h <0

e impliziter Euler: y(t + h) = y(t) + f(t + h,y(t + h))h

1

.a—

o —(A+/\*)+/\>\ h>0
e Crank-Nicolson: y(t + h) = y(t) + [f(t,y(t)) + f(t + h,y(t + h))]2

o . _ 2tAh
Q= 373h
* A+ X\ <0

* Interessant: fiir RA = 0 = ol =1
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Numerische Methoden ODEs (recap)
0000008
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Numerische Methoden PDE
[ ]

©® Numerische Methoden PDE
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Numerische Methoden PDE
[ le]e}

©® Numerische Methoden PDE
Finite Difference (FDM)
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® Ghnlich wie bei ODEs, Darstellung der Ableitungen bzgl. einer
Komponente

[5]
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Numerische Methoden PDE
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® Ghnlich wie bei ODEs, Darstellung der Ableitungen bzgl. einer
Komponente

® Zusammensetzung nach bedarf

[5]
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Heat-equation

Ou 0%u
o~ e
1
u ™t —uf a(x, t) Uiy —2u] +ui
At ’ Ax?
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® Starte mit AWP

Mathematik

21 /51


mailto:eric.westendorf@uni-rostock.de
https://www.physik.uni-rostock.de/
https://www.uni-rostock.de/

Numerische Methoden PDE
0800000

® Starte mit AWP
® multipliziere PDE mit Test-Funktion v
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® Starte mit AWP
® multipliziere PDE mit Test-Funktion v

® |Integriere liber domain
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Numerische Methoden PDE
0800000

Starte mit AWP
multipliziere PDE mit Test-Funktion v

Integriere liber domain

Pl verwenden um AWs zu nutzen.
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Diskretisierung
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Diskretisierung

® unterteile Domain in kleine Elemente (Quadrate, Wiirfel, n-dim.
Polyeder)
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Diskretisierung

® unterteile Domain in kleine Elemente (Quadrate, Wiirfel, n-dim.
Polyeder)

e Knoten an den Rindern der Elemente.
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0080000

Diskretisierung

® unterteile Domain in kleine Elemente (Quadrate, Wiirfel, n-dim.
Polyeder)

e Knoten an den Rindern der Elemente.

® damit hat jedes Element eigen Losungsapproximation.

Eric Westendorf Seminar Numerik, Institut fiir Mathematik
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Lésungsapproximation mit Polynomen

Eric Westendorf nstitut fiir Mathematik
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Lésungsapproximation mit Polynomen

® nutze stiickweise Polynome auf den Elementen

Eric Westendorf Seminar Numerik, Institut fiir Mathematik
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Numerische Methoden PDE
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Lésungsapproximation mit Polynomen

® nutze stiickweise Polynome auf den Elementen

e die Lésung wird dann zusammengesetzt zu

up(x) = Z Uigi(x)

Eric Westendorf Seminar Numerik, Insti tir Mathematik

Partielle Differentialgleichungen 23 / 51


mailto:eric.westendorf@uni-rostock.de
https://www.physik.uni-rostock.de/
https://www.uni-rostock.de/

Numerische Methoden PDE
0000800

Umwandelung in ein Gleichungssystem
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Umwandelung in ein Gleichungssystem

°* IGSKU=F
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Numerische Methoden PDE
0000800

Umwandelung in ein Gleichungssystem

°* LGSKU=F
® K=Steifigkeitsmatrix
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0000800

Umwandelung in ein Gleichungssystem

°* LGSKU=F
® K=Steifigkeitsmatrix
® F=Load vector
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0000800

Umwandelung in ein Gleichungssystem

°* LGSKU=F
® K=Steifigkeitsmatrix
® F=Load vector
® J Lésungsvektor
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0000800

Umwandelung in ein Gleichungssystem

°* LGSKU=F
® K=Steifigkeitsmatrix
® F=Load vector
® J Lésungsvektor

® Gleichungssystem |6sen, fertig :)

Eric Westendorf Seminar Numerik, Institut fiir Mathematik
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Vorteile

® kann komplexe Geometrien

[6]
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Vorteile

® kann komplexe Geometrien

® Flexible Anwendung (elliptisch, parabolisch, hyperbolisch)

[6]
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Vorteile

® kann komplexe Geometrien
® Flexible Anwendung (elliptisch, parabolisch, hyperbolisch)

® Adaptivitdt (kann selbst-optimierend implementiert werden)

[6]
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Vorteile

kann komplexe Geometrien

Flexible Anwendung (elliptisch, parabolisch, hyperbolisch)

Adaptivitat (kann selbst-optimierend implementiert werden)

Hohe Akkuratesse mit héhergradigen Polynomen

[6]
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Beispiel-Wellengleichung

o Tu_ 204 4(0,t) = u(L, t) = 0; u(x,0) = f(x)
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Beispiel-Wellengleichung

° gztz =c? gxlz' u(0,t) = u(L, t) = 0; u(x,0) = f(x)
e Uberfiihrung in Schwache Form:

L o2y L o2y
ﬁv(x)dx =c? | e v(x)dx

Eric Westendorf Seminar Numerik, Institut fiir Mathematik
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0000006

Beispiel-Wellengleichung

o Pu—28u 4(0,t) = u(L,t) = 0; u(x,0) = f(x)

oz — © ox2
e Uberfiihrung in Schwache Form:
L 52 L 92
0“u 5 u
ﬁv(x)dx =c | TV(X)dX

® P| durchfiihren und Randwerte einsetzen

) Lazu ) L
; ﬁv(x)dX:—c | 9x Ox +0

Seminar Numerik, Institut fiir Mathematik
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Numerische Methoden PDE
0000006

Beispiel-Wellengleichung

o Tu_ 204 4(0,t) = u(L, t) = 0; u(x,0) = f(x)

e Uberfiihrung in Schwache Form:
L o2 L 52
o“u o0“u
ﬁv(x)dx =c? | ﬁv(x)dx
® P| durchfiihren und Randwerte einsetzen
L a2 L
o0“u Ou dv
2 - dx = — 2 s
0 8X2V(X) x ¢ 0 8x8x+0
® Diskretisieren: M%;*U"ﬂ + KU" = F"

Seminar Numerik, Institut fiir Mathematik
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Finite Volume (FVM)

Seminar Numerik, Institut fiir Mathematik



mailto:eric.westendorf@uni-rostock.de
https://www.physik.uni-rostock.de/
https://www.uni-rostock.de/

Numerische Methoden PDE
O80000000

Eric Westendorf Institut fiir Mathematik

Partielle Different 28 / 51


mailto:eric.westendorf@uni-rostock.de
https://www.physik.uni-rostock.de/
https://www.uni-rostock.de/

Numerische Methoden PDE
O80000000

e Diskretisierung eines Problems auf einem Netz von Kontrollvolumen
(Zellen)
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e Diskretisierung eines Problems auf einem Netz von Kontrollvolumen
(Zellen)

® Integrierung der PDEs iiber jedes Kontrollvolumen und verwendet
Fliisse an den Grenzen der Volumina
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Diskretisierung
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Diskretisierung

® Das Gebiet wird in Kontrollvolumen unterteilt, die ein Gitter oder
Netz bilden
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Diskretisierung

® Das Gebiet wird in Kontrollvolumen unterteilt, die ein Gitter oder
Netz bilden

e Jeder Knoten oder jede Zelle im Netz hat ein Kontrollvolumen, das
durch die Kanten oder Flichen der benachbarten Zellen begrenzt

wird

Seminar Numerik, Institut fiir Mathematik
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Erhaltungsgesitze

Mathemat
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Erhaltungsgesitze

® FVM basiert auf der Integralform der PDE, z.B. fiir die
Warmeleitung oder Stromungsgleichungen:

Q/ udv+/ﬁﬁdA:o
ot Jy B
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Numerische Methoden PDE
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Erhaltungsgesitze

® FVM basiert auf der Integralform der PDE, z.B. fiir die
Warmeleitung oder Stromungsgleichungen:

2/ udv+/ﬁﬁdA:o
ot Jy B

V Kontrollvolumen

S Oberflache

F Fluss (z.B. Warmefluss, Geschwindigkeit)
" Normalenvektor

Eric Westendorf Seminar Numerik, Institut fiir Mathematik
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Flussberechung
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Flussberechung

® Der Fluss durch die Grenzen eines Kontrollvolumens wird meist
durch eine Schitzung oder Approximation (z.B. Upwind-Scheme,
Zentralscheiben) berechnet
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Flussberechung

® Der Fluss durch die Grenzen eines Kontrollvolumens wird meist
durch eine Schitzung oder Approximation (z.B. Upwind-Scheme,
Zentralscheiben) berechnet

® |n vielen Faillen werden die Fliisse an den Kanten durch numerische
Verfahren wie die Linearisierung von Gradienten oder
Mittelpunktsverfahren berechnet

Eric Westendorf Seminar Numerik, Institut fiir Mathematik
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Vor-und Nachteile
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Vor-und Nachteile

® FVM ist besonders gut fiir Probleme geeignet, bei denen es um
Flisse geht (z.B. Stromungsmechanik, Warmeiibertragung).

[4]
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Vor-und Nachteile

® FVM ist besonders gut fiir Probleme geeignet, bei denen es um
Flisse geht (z.B. Stromungsmechanik, Warmeiibertragung).

® garantiert erhaltung von grolen

[4]
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Vor-und Nachteile

® FVM ist besonders gut fiir Probleme geeignet, bei denen es um
Flisse geht (z.B. Stromungsmechanik, Warmeiibertragung).

® garantiert erhaltung von grolen
® gut fiir nicht equidistante grids

[4]

Eric Westendorf Seminar Numerik, Institut fiir Mathematik
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Numerische Methoden PDE
[e]ele]e]e] lolele]

Vor-und Nachteile

FVM ist besonders gut fiir Probleme geeignet, bei denen es um
Flisse geht (z.B. Stromungsmechanik, Warmeiibertragung).

® garantiert erhaltung von grolen

® gut fiir nicht equidistante grids

schlecht bei hohen dimensionen und extremen nichtlinearen
Problemen

[4]

Seminar Numerik, Institut fiir Mathematik

Eric Westendorf
32 / 51

e Differentialgleichungen


mailto:eric.westendorf@uni-rostock.de
https://www.physik.uni-rostock.de/
https://www.uni-rostock.de/

Numerische Methoden PDE
[e]ele]e]e]e] lele]

Beispiel: Diffusion
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Vergleich: FDM, FEM, FVM
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Numerische Methoden PDE
000000080

Vergleich: FDM, FEM, FVM

® FDM (Finite Difference Method)
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Numerische Methoden PDE
000000080

Vergleich: FDM, FEM, FVM

® FDM (Finite Difference Method)
® Prinzip: Naherung der Ableitungen durch Finite Differenzen
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Numerische Methoden PDE
000000080

Vergleich: FDM, FEM, FVM

® FDM (Finite Difference Method)
® Prinzip: Naherung der Ableitungen durch Finite Differenzen
® Einsatzgebiet: Vorzugsweise bei einfachen, strukturierten
Gitterproblemen, z.B. bei der Lésung von PDEs auf regelmaRigen
Gittern
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Numerische Methoden PDE
000000080

Vergleich: FDM, FEM, FVM

® FDM (Finite Difference Method)
® Prinzip: Naherung der Ableitungen durch Finite Differenzen
® Einsatzgebiet: Vorzugsweise bei einfachen, strukturierten
Gitterproblemen, z.B. bei der Lésung von PDEs auf regelmaRigen

Gittern
® Vorteile: Einfach zu implementieren und zu verstehen

Seminar Numerik, Insti tir Mathematik
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Numerische Methoden PDE
000000080

Vergleich: FDM, FEM, FVM

® FDM (Finite Difference Method)

® Prinzip: Naherung der Ableitungen durch Finite Differenzen

® Einsatzgebiet: Vorzugsweise bei einfachen, strukturierten
Gitterproblemen, z.B. bei der Lésung von PDEs auf regelmaRigen
Gittern

® Vorteile: Einfach zu implementieren und zu verstehen

® Nachteile: Weniger gut bei komplexen Geometrien und fiir
unstrukturierte Gitter
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Numerische Methoden PDE
000000080

Vergleich: FDM, FEM, FVM

® FDM (Finite Difference Method)

® Prinzip: Naherung der Ableitungen durch Finite Differenzen

® Einsatzgebiet: Vorzugsweise bei einfachen, strukturierten
Gitterproblemen, z.B. bei der Lésung von PDEs auf regelmaRigen
Gittern

® Vorteile: Einfach zu implementieren und zu verstehen

® Nachteile: Weniger gut bei komplexen Geometrien und fiir
unstrukturierte Gitter

® FEM (Finite Element Method)
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Numerische Methoden PDE
000000080

Vergleich: FDM, FEM, FVM

® FDM (Finite Difference Method)

® Prinzip: Naherung der Ableitungen durch Finite Differenzen

® Einsatzgebiet: Vorzugsweise bei einfachen, strukturierten
Gitterproblemen, z.B. bei der Lésung von PDEs auf regelmaRigen
Gittern

® Vorteile: Einfach zu implementieren und zu verstehen

® Nachteile: Weniger gut bei komplexen Geometrien und fiir
unstrukturierte Gitter

® FEM (Finite Element Method)

® Prinzip: Zerlegung der Problemdomane in kleine, einfache Elemente,
und Approximation der Lésung mit stiickweise definierten Funktionen
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Numerische Methoden PDE
000000080

Vergleich: FDM, FEM, FVM

® FDM (Finite Difference Method)
® Prinzip: Naherung der Ableitungen durch Finite Differenzen
® Einsatzgebiet: Vorzugsweise bei einfachen, strukturierten
Gitterproblemen, z.B. bei der Lésung von PDEs auf regelmaRigen
Gittern
® Vorteile: Einfach zu implementieren und zu verstehen
® Nachteile: Weniger gut bei komplexen Geometrien und fiir
unstrukturierte Gitter
® FEM (Finite Element Method)
® Prinzip: Zerlegung der Problemdomane in kleine, einfache Elemente,
und Approximation der Lésung mit stiickweise definierten Funktionen
® Einsatzgebiet: Besonders geeignet fiir komplexe Geometrien und
unregelmiRige Domanen, z.B. bei Festkérpermechanik,
Thermodynamik und Elektromagnetismus

Eric Westendorf Seminar Numerik, Institut fiir Mathematik

Particlle Differentialgleichungen 34/ 51


mailto:eric.westendorf@uni-rostock.de
https://www.physik.uni-rostock.de/
https://www.uni-rostock.de/

Numerische Methoden PDE
000000080

Vergleich: FDM, FEM, FVM

® FDM (Finite Difference Method)
® Prinzip: Naherung der Ableitungen durch Finite Differenzen
® Einsatzgebiet: Vorzugsweise bei einfachen, strukturierten
Gitterproblemen, z.B. bei der Lésung von PDEs auf regelmaRigen
Gittern
® Vorteile: Einfach zu implementieren und zu verstehen
® Nachteile: Weniger gut bei komplexen Geometrien und fiir
unstrukturierte Gitter
® FEM (Finite Element Method)
® Prinzip: Zerlegung der Problemdomane in kleine, einfache Elemente,
und Approximation der Lésung mit stiickweise definierten Funktionen
® Einsatzgebiet: Besonders geeignet fiir komplexe Geometrien und
unregelmiRige Domanen, z.B. bei Festkérpermechanik,
Thermodynamik und Elektromagnetismus
® Vorteile: Hohe Flexibilitat bei komplexen geometrischen und
physikalischen Problemen; Unterstiitzung fiir adaptative Gitter und
hohere Genauigkeit

Eric Westendorf Seminar Numerik, Institut fiir Mathematik

Particlle Differentialgleichungen 34/ 51


mailto:eric.westendorf@uni-rostock.de
https://www.physik.uni-rostock.de/
https://www.uni-rostock.de/

Numerische Methoden PDE
000000080

Vergleich: FDM, FEM, FVM

® FDM (Finite Difference Method)

® Prinzip: Naherung der Ableitungen durch Finite Differenzen

® Einsatzgebiet: Vorzugsweise bei einfachen, strukturierten
Gitterproblemen, z.B. bei der Lésung von PDEs auf regelmaRigen
Gittern

® Vorteile: Einfach zu implementieren und zu verstehen

® Nachteile: Weniger gut bei komplexen Geometrien und fiir
unstrukturierte Gitter

® FEM (Finite Element Method)

® Prinzip: Zerlegung der Problemdomane in kleine, einfache Elemente,
und Approximation der Lésung mit stiickweise definierten Funktionen

® Einsatzgebiet: Besonders geeignet fiir komplexe Geometrien und
unregelmiRige Domanen, z.B. bei Festkérpermechanik,
Thermodynamik und Elektromagnetismus

® Vorteile: Hohe Flexibilitat bei komplexen geometrischen und
physikalischen Problemen; Unterstiitzung fiir adaptative Gitter und
hohere Genauigkeit

® Nachteile: Hoherer Implementierungsaufwand, insbesondere bei der
Losung groBer, komplexer Systeme
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Numerische Methoden PDE
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Vergleich FDM, FEM, FVM
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Numerische Methoden PDE
000000008

Vergleich FDM, FEM, FVM

® FVM (Finite Volume Method)
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Numerische Methoden PDE
000000008

Vergleich FDM, FEM, FVM

® FVM (Finite Volume Method)

® Prinzip: Diskretisierung durch Volumen, Integration der PDEs iiber
Kontrollvolumen und Berechnung der Fliisse an den Kanten
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Numerische Methoden PDE
000000008

Vergleich FDM, FEM, FVM

® FVM (Finite Volume Method)
® Prinzip: Diskretisierung durch Volumen, Integration der PDEs iiber
Kontrollvolumen und Berechnung der Fliisse an den Kanten
® Einsatzgebiet: Besonders geeignet fiir Stromungsmechanik,
Warmeiibertragung und andere Probleme mit Erhaltungsgesetzen
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Numerische Methoden PDE
000000008

Vergleich FDM, FEM, FVM

® FVM (Finite Volume Method)

® Prinzip: Diskretisierung durch Volumen, Integration der PDEs iiber
Kontrollvolumen und Berechnung der Fliisse an den Kanten

® Einsatzgebiet: Besonders geeignet fiir Stromungsmechanik,
Warmeiibertragung und andere Probleme mit Erhaltungsgesetzen

® Vorteile: Garantierte Erhaltung von GroRen (z.B. Masse, Energie);
gut geeignet fiir nicht-equidistante Gitter und schwierige
Randbedingungen

Seminar Numerik, Insti tir Mathematik
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Numerische Methoden PDE
000000008

Vergleich FDM, FEM, FVM

® FVM (Finite Volume Method)

® Prinzip: Diskretisierung durch Volumen, Integration der PDEs iiber
Kontrollvolumen und Berechnung der Fliisse an den Kanten

® Einsatzgebiet: Besonders geeignet fiir Stromungsmechanik,
Warmeiibertragung und andere Probleme mit Erhaltungsgesetzen

® Vorteile: Garantierte Erhaltung von GroRen (z.B. Masse, Energie);
gut geeignet fiir nicht-equidistante Gitter und schwierige
Randbedingungen

® Nachteile: Komplexere Implementierung als FDM; Probleme bei sehr
hohen Dimensionen oder extremen nichtlinearen Problemen
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O Advanced Methods
Spektralmethode
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® Darstellung der Losung als eine Summe von Basisfunktionen(z.B.
Fourrierreihe)
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Advanced Methods
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® Darstellung der Losung als eine Summe von Basisfunktionen(z.B.
Fourrierreihe)

® basiert auf der Transformation des Problems in den Fourier- oder
Funktionsraum
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® Darstellung der Losung als eine Summe von Basisfunktionen(z.B.
Fourrierreihe)

® basiert auf der Transformation des Problems in den Fourier- oder
Funktionsraum

® also: u(x,t) =", cal(t)dn(x)
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® Darstellung der Losung als eine Summe von Basisfunktionen(z.B.
Fourrierreihe)

® basiert auf der Transformation des Problems in den Fourier- oder
Funktionsraum

® also: u(x,t) =", cal(t)dn(x)

® Fourier: ¢,(x) Sinus und Cosinus
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Advanced Methods

0e000000000000

® Darstellung der Losung als eine Summe von Basisfunktionen(z.B.
Fourrierreihe)

® basiert auf der Transformation des Problems in den Fourier- oder
Funktionsraum

® also: u(x,t) =", cal(t)dn(x)
® Fourier: ¢,(x) Sinus und Cosinus

® Chebyshev: polynomial
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Vor- und Nachteile der Spectral Method

[1]
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Vor- und Nachteile der Spectral Method

® Hohe Genauigkeit

[1]
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Advanced Methods
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Vor- und Nachteile der Spectral Method

® Hohe Genauigkeit

® Schnelle Konvergenz

[1]
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Vor- und Nachteile der Spectral Method

® Hohe Genauigkeit
® Schnelle Konvergenz

® Einfach implementierbar

[1]
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Vor- und Nachteile der Spectral Method

Hohe Genauigkeit

Schnelle Konvergenz

Einfach implementierbar

® Ungeeignet fiir nicht-glatte Lésungen

[1]
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Vor- und Nachteile der Spectral Method

Hohe Genauigkeit

Schnelle Konvergenz

Einfach implementierbar

® Ungeeignet fiir nicht-glatte Lésungen

Globale Basisfunktionen nétig

[1]
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Vor- und Nachteile der Spectral Method

® Hohe Genauigkeit

® Schnelle Konvergenz

® Einfach implementierbar

® Ungeeignet fiir nicht-glatte Lésungen
® Globale Basisfunktionen nétig

® Fiir nicht-periodische Randbedingungen kann es schwierig sein,
geeignete Basisfunktionen zu finden, die die Randbedingungen exakt
einhalten.

[1]

Eric Westendorf Seminar Numerik, Institut fiir Mathematik

Particlle Differentialgleichungen 30 / 51


mailto:eric.westendorf@uni-rostock.de
https://www.physik.uni-rostock.de/
https://www.uni-rostock.de/

Advanced Methods
00080000000000

Discontinuous Galerkin (DG) Method
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Discontinuous Galerkin (DG) Method

® Prinzip: Mischung aus FEM und FVM; diskontinuierliche
Approximationen der Lésung auf den Elementen der Domane,
Integrationen stiickweise.
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Discontinuous Galerkin (DG) Method

® Prinzip: Mischung aus FEM und FVM; diskontinuierliche
Approximationen der Lésung auf den Elementen der Domane,
Integrationen stiickweise.

® Einsatzgebiet: Besonders niitzlich fiir nichtlineare Probleme, wie in
der Stromungsmechanik oder Magnetohydrodynamik.
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Discontinuous Galerkin (DG) Method

® Prinzip: Mischung aus FEM und FVM; diskontinuierliche
Approximationen der Lésung auf den Elementen der Domane,
Integrationen stiickweise.

® Einsatzgebiet: Besonders niitzlich fiir nichtlineare Probleme, wie in
der Stromungsmechanik oder Magnetohydrodynamik.

® Vorteile: Hohe Flexibilitat bei der Diskretisierung komplexer
Geometrien und fiir Probleme mit nicht-glatten Lésungen.

Seminar Numerik, Institut fiir Mathematik
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Discontinuous Galerkin (DG) Method

® Prinzip: Mischung aus FEM und FVM; diskontinuierliche
Approximationen der Lésung auf den Elementen der Domane,
Integrationen stiickweise.

® Einsatzgebiet: Besonders niitzlich fiir nichtlineare Probleme, wie in
der Stromungsmechanik oder Magnetohydrodynamik.

® Vorteile: Hohe Flexibilitat bei der Diskretisierung komplexer
Geometrien und fiir Probleme mit nicht-glatten Lésungen.

® Nachteile: Héhere Rechenkosten und groRere Komplexitat bei der

Implementierung im Vergleich zu klassischen Methoden wie FDM
oder FEM.
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Meshless Methods: SPH
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Meshless Methods: SPH

® Prinzip: Losung der PDEs ohne Gitter durch Partikel, die
physikalische GroBen tragen. Jeder Partikel informiert iiber den
Zustand seiner Umgebung.
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Meshless Methods: SPH

® Prinzip: Losung der PDEs ohne Gitter durch Partikel, die
physikalische GroBen tragen. Jeder Partikel informiert iiber den
Zustand seiner Umgebung.

® Einsatzgebiet: Besonders niitzlich fiir Probleme mit freien
Oberflachen, wie Fliissigkeitsdynamik oder Astrophysik.
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Meshless Methods: SPH

® Prinzip: Losung der PDEs ohne Gitter durch Partikel, die
physikalische GroBen tragen. Jeder Partikel informiert iiber den
Zustand seiner Umgebung.

® Einsatzgebiet: Besonders niitzlich fiir Probleme mit freien
Oberflachen, wie Fliissigkeitsdynamik oder Astrophysik.

® Vorteile: Keine Gitter nétig, ideal fiir bewegende Grenzflachen oder
deformierbare Geometrien.
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Meshless Methods: SPH

® Prinzip: Losung der PDEs ohne Gitter durch Partikel, die
physikalische GroBen tragen. Jeder Partikel informiert iiber den
Zustand seiner Umgebung.

® Einsatzgebiet: Besonders niitzlich fiir Probleme mit freien
Oberflachen, wie Fliissigkeitsdynamik oder Astrophysik.

® Vorteile: Keine Gitter nétig, ideal fiir bewegende Grenzflachen oder
deformierbare Geometrien.

® Nachteile: Hohe Rechenkosten, komplexe Implementierung.
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Lattice Boltzmann Method (LBM)
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Lattice Boltzmann Method (LBM)

® Prinzip: Lésung der diskreten Boltzmann-Gleichung, die Mikroskopie
von Fluids beschreibt. Simulation iiber ein Gitter.
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Lattice Boltzmann Method (LBM)

® Prinzip: Lésung der diskreten Boltzmann-Gleichung, die Mikroskopie
von Fluids beschreibt. Simulation iiber ein Gitter.

® Einsatzgebiet: Stromungsmechanik, besonders fiir komplexe
Geometrien und Mehrphasenstromungen.
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Lattice Boltzmann Method (LBM)

® Prinzip: Lésung der diskreten Boltzmann-Gleichung, die Mikroskopie
von Fluids beschreibt. Simulation iiber ein Gitter.

® Einsatzgebiet: Stromungsmechanik, besonders fiir komplexe
Geometrien und Mehrphasenstromungen.

® \orteile: Gut geeignet fiir Stromungsprobleme, basiert auf
mikroskopischen Prozessen.
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Lattice Boltzmann Method (LBM)

® Prinzip: Lésung der diskreten Boltzmann-Gleichung, die Mikroskopie
von Fluids beschreibt. Simulation iiber ein Gitter.

® Einsatzgebiet: Stromungsmechanik, besonders fiir komplexe
Geometrien und Mehrphasenstromungen.

® \orteile: Gut geeignet fiir Stromungsprobleme, basiert auf
mikroskopischen Prozessen.

® Nachteile: Hohere Komplexitdt als klassische FDM; Schwierigkeiten
bei hohen Dimensionen.
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Boundary Element Method (BEM)
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Boundary Element Method (BEM)

® Prinzip: Reduziert das Problem auf die Randflachen der Domane;
Dimension des Problems halbiert.
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Boundary Element Method (BEM)

® Prinzip: Reduziert das Problem auf die Randflachen der Domane;
Dimension des Problems halbiert.

® Einsatzgebiet: Effektiv bei unendlichen oder halb-unendlichen
Doménen wie Akustik, Elektromagnetismus, Elastizitit.
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Boundary Element Method (BEM)

® Prinzip: Reduziert das Problem auf die Randflachen der Domane;
Dimension des Problems halbiert.

® Einsatzgebiet: Effektiv bei unendlichen oder halb-unendlichen
Doménen wie Akustik, Elektromagnetismus, Elastizitit.

® \orteile: Geringerer Rechenaufwand, da nur Randbedingungen geldst
werden.

Seminar Numerik, Institut fiir Mathematik
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Boundary Element Method (BEM)

® Prinzip: Reduziert das Problem auf die Randflachen der Domane;
Dimension des Problems halbiert.

® Einsatzgebiet: Effektiv bei unendlichen oder halb-unendlichen
Doménen wie Akustik, Elektromagnetismus, Elastizitit.

® \orteile: Geringerer Rechenaufwand, da nur Randbedingungen geldst
werden.

® Nachteile: Eingeschrankt auf Probleme mit Randbedingungen,
schwierig bei nichtlinearen Problemen oder komplexen Geometrien.
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Multigrid Methods
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Multigrid Methods

® Prinzip: Kombination von schnellen und langsamen lterationen auf
mehreren Aufldsungsebenen zur Beschleunigung.
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Multigrid Methods

® Prinzip: Kombination von schnellen und langsamen lterationen auf
mehreren Aufldsungsebenen zur Beschleunigung.

® Einsatzgebiet: Elliptische Probleme wie Poisson-Gleichung,
Waérmeleitung.
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® Vorteile: Sehr schnelle Konvergenz bei groRskaligen Problemen.
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Multigrid Methods

® Prinzip: Kombination von schnellen und langsamen lterationen auf
mehreren Aufldsungsebenen zur Beschleunigung.

® Einsatzgebiet: Elliptische Probleme wie Poisson-Gleichung,
Waérmeleitung.

® Vorteile: Sehr schnelle Konvergenz bei groRskaligen Problemen.

® Nachteile: Komplexe Implementierung, erfordert geeignete
Mehrgitterstruktur.
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Adaptive Mesh Refinement (AMR)

® Prinzip: Dynamische Verfeinerung des Gitters in Bereichen mit
hohen Gradientendnderungen.

2]

Eric Westendorf Seminar Numerik, Institut fiir Mathematik

e Differentialgleichungen 45 / 51


mailto:eric.westendorf@uni-rostock.de
https://www.physik.uni-rostock.de/
https://www.uni-rostock.de/

Advanced Methods
0000000000000

Adaptive Mesh Refinement (AMR)

® Prinzip: Dynamische Verfeinerung des Gitters in Bereichen mit
hohen Gradientendnderungen.

® Einsatzgebiet: Fluiddynamik, Magnetohydrodynamik, Astrophysik,
Probleme mit lokal komplexen Ldsungen.
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® Prinzip: Dynamische Verfeinerung des Gitters in Bereichen mit
hohen Gradientendnderungen.

e Einsatzgebiet: Fluiddynamik, Magnetohydrodynamik, Astrophysik,
Probleme mit lokal komplexen Ldsungen.

® \orteile: Effizient, da nur in relevanten Bereichen hohe Auflésung
verwendet wird.

2]

Seminar Numerik, Institut fiir Mathematik
45 / 51

Eric Westendorf

Partielle Differentialgleichungen


mailto:eric.westendorf@uni-rostock.de
https://www.physik.uni-rostock.de/
https://www.uni-rostock.de/

Advanced Methods
0000000000000

Adaptive Mesh Refinement (AMR)

® Prinzip: Dynamische Verfeinerung des Gitters in Bereichen mit
hohen Gradientendnderungen.

® Einsatzgebiet: Fluiddynamik, Magnetohydrodynamik, Astrophysik,
Probleme mit lokal komplexen Ldsungen.

® \orteile: Effizient, da nur in relevanten Bereichen hohe Auflésung
verwendet wird.

® Nachteile: Erfordert effizienten Verfeinerungsalgorithmus, erhéhte
Komplexitat.
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Fluid Dynamics
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Fluid Dynamics

® Navier-Stokes-Gleichung
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® Navier-Stokes-Gleichung

® Anwendungen: Wetter, Aerodynamik, Ozeanographie
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® Navier-Stokes-Gleichung
® Anwendungen: Wetter, Aerodynamik, Ozeanographie
® Methoden:
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Fluid Dynamics

® Navier-Stokes-Gleichung
® Anwendungen: Wetter, Aerodynamik, Ozeanographie

® Methoden:
* FVM
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® Anwendungen: Wetter, Aerodynamik, Ozeanographie

® Methoden:
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Fluid Dynamics

® Navier-Stokes-Gleichung
® Anwendungen: Wetter, Aerodynamik, Ozeanographie

® Methoden:

* FVM
* FDM
® Spectral
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e Schrodingergleichung, Klein-Gordon, Maxwell, Dirac
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e Schrodingergleichung, Klein-Gordon, Maxwell, Dirac
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e Schrodingergleichung, Klein-Gordon, Maxwell, Dirac
® Methoden:

® FEM
* FDM
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® Maxwell-Gleichungen
® Methoden:
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Elektrodynamik

® Maxwell-Gleichungen
® Methoden:
® Finite Difference Time Domain (FDTD)
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Elektrodynamik

® Maxwell-Gleichungen
® Methoden:

® Finite Difference Time Domain (FDTD)
°* FEM
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Warmetransfer, Diffusion

® Wairmeleitungsgleichung, Diffusionsgleichung,
Konvektions-Diffusions-Gleichung
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Warmetransfer, Diffusion

® Wairmeleitungsgleichung, Diffusionsgleichung,
Konvektions-Diffusions-Gleichung

® Methoden:
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Warmetransfer, Diffusion

® Wairmeleitungsgleichung, Diffusionsgleichung,
Konvektions-Diffusions-Gleichung
® Methoden:
* FDM
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Warmetransfer, Diffusion

® Wairmeleitungsgleichung, Diffusionsgleichung,
Konvektions-Diffusions-Gleichung
® Methoden:

* FDM
°* FVM
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Astrophysik

® Einstein-Feldgleichungen, Hydrodynamik, MHD
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Astrophysik

® Einstein-Feldgleichungen, Hydrodynamik, MHD
® Methoden:

°* FVM
® Spectral
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Astrophysik

® Einstein-Feldgleichungen, Hydrodynamik, MHD
® Methoden:

°* FVM
® Spectral
* SPH
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