Lineare Gleichungssysteme

Chantal Haase

Universitat Rostock

22.10.2024



Inhaltsverzeichnis

e Einfiihrung
@ Lineare Gleichungssysteme in der Numerik

@ Lineare Gleichungssysteme l6sen
e Beispiel
@ Kontrollrechnung

a Permutationsmatrix und Dreiecksmatrizen
@ Permutationsmatrix
@ Dreiecksmatrizen

e GauBsches Eliminationsverfahren

e Rundungsfehler
@ Rundungsfehler - Beispiel
@ Grafik

e Konditionszahlen
@ Norm
@ Beispiel

a Fazit
@ Quellen

Chantal Haase (Universitdt Rostock) Lineare Gleichungssysteme 22.10.2024

2/41



Lineare Gleichungssysteme in der Numerik

@ treten in wissenschaftlichen und ingenieurtechnischen Anwendungen
auf

@ Gleichungen, die linear voneinander unabhangig sind

@ enthalten gesuchte Variablen, die so zu I6sen sind, dass alle
Gleichungen erfiillt sind
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Lineare Gleichungssysteme in der Numerik

o Ziel: Effizientes Losen der Gleichungssysteme

@ oft sehr groB oder spezielle Eigenschaften wie:
- Singularitat

- schlecht konditionierte Koeffizientenmatrizen
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Satz von Kronecker-Cappelli

e rang(A) = rang(A|b)

@ Gleichungssytem nicht ldsbar, wenn rang(A) # rang(A|b)
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Gebrauchsbeispiele

o (Briicken-)Konstruktionen

— Spannung und Verformung durch Wind, Belastung und Erdbeben

e Optimierung von Verkehrsfliissen

— Vorhersage des Verkehrs — Ampelphasen/Routen anpassen
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Lineare Gleichungssysteme |osen

@ berechnen von x mit der Inversen von A

e x = A1 b — nicht nutzen!
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Beispiel

X1 4+ Oxp 4+ 1xz + 2x4 =5
Ix] + 2xp + 3x3 - 1xg =7
2x1 + 1xo + 3x3 + 2x4 = 10

4x1 + 8xo + 4x3 + Oxq = 12
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Beispiel

101 2\ /x 5
123 -1||x| |7
213 2| |x| |10
48 4 0) \x 12
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Beispiel
@ Eliminierung unter dem ersten Pivotelement:

- erste Zeile *(-1) zur zweiten Zeile addieren, etc.

101 2
0 2 2 -3
011 -2
0 8 0 -8

@ Pivotisierung: 2. und 4. Zeile tauschen

101 2
0 8 0 -8
011 -2
0 2 2 -3

@ Verfahren fortsetzen

Chantal Haase (Universitdt Rostock) Lineare Gleichungssysteme 22.10.2024 10 /41



Beispiel

101 2\ /x 5
080 —8||x| |-8
001 —1||xs| |1
000 1/ \x
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Beispiel - Einsetzen

X1+x3+2x4 =5

8X2 — 8X4 = -8

Chantal Haase (Universitdt Rostock)

Lineare Gleichungssysteme



Beispiel - Ergebnis
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Beispiel - Kontrollrechnung

e Ax=50b
1 01 2 -2 5
1 2 3 -1 1 112
21 3 2 31 |10
4 8 4 0 2 7
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Permutationsmatrix

— Einheitsmatrix mit vertauschten Zeilen und Spalten

o Beispiel:
1 000
0 01O
P= 0 001
01 00O
ep=[1423]
PxA = A(p,:)
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Permutationsmatrix

101 2
1 2 3 -1
A= 21 3 2
4 8 4 0
1 000
0 010
P= 0 001
0100
101 2
213 -1
XA
P*A = 4 8 4 0
1 2 3 -1
1 2 01
1 -1 2 3
*xp _—
AP_22 13
4 0 8 4
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Permutationsmatrix und Dreiecksmatrix

@ Matrix A definieren mit:
restart; with(LinearAlgebra);

A := MatriX([[l, O, 11 2], [1’ 2, 3) _1], [2: 1, 31 2],
[4, 8, 4, 0]1];

@ P, L, U:= LUDecomposition(A);

— Ausgabe der verschiedenen Matrizen
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Dreiecksmatrizen

@ Obere Dreiecksmatrix:

2
-8
-1
0 1

o O O
o O 0 O
= o

@ Untere Dreiecksmatrix:

1 0 00
L_[4 1 00
“ 12 1810
1 1/4 2 1

o L¥U = P*A
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Bedeutung der Permutations- und Dreiecksmatrizen

@ Permutationsmatrix: Nichttauschen der Zeilen — Instablilitat,
Rundungsfehlern

@ Untere Dreiecksmatrix: ohne Pivotisierung — Rundungsfehler

@ Obere Dreiecksmatrix: wenn fehlerhaft — x-Werte fehlerhaft
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GauBsches Eliminationsverfahren

@ zwei bedeutende Aspekte
- Pivotsuche

- Auswirkung von Rundungsfehlern
@ Vorwartselimination

@ Riicksubstitution
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Rundungsfehler

= minimale Abweichung des theoretischen Ergebnisses:
x=A"1lb

@ treten bei Verwendung von Dezimalzahlen auf — endliche Anzahl von
Ziffern = ungenau

@ error: € = X - Xy

@ rest: r = b - Ax,
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Rundungsfehler

0.780 0.563\ (x1\ _ (0.217
0.913 0.659) \x/ ~ \0.254

o 1. Partielle Pivotisierung

0.913 0.659) (x| _(0.254
0.780 0563/ \x2) \0.217
@ 2. Multiplikator ausrechnen:

0.780 _
0913 = 0.854

Chantal Haase (Universitdt Rostock) Lineare Gleichungssysteme 22.10.2024 22 /41



Rundungsfehler

(0.913 0.659

o o) () = (o501

0.001
(—0.443
Xy =

1.000 )
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Rundungsfehler

b e (0217 — ((0.780)(~0.443) + (0.563)(1.000))
FERTAN <o.254— ((0.913)(—0.443) + (0.659)(1.000))

~/—0.000460
~ \—0.000541
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Rundungsfehler

0.913000 0.659000\ (x1\ _ (0.254000
0 0.000001 /) \x»/  \0.000001

. _ ( 1000000
~ \~1.000000
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Rundungsfehler

0.5

\

-1 -05

0.5
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Konditionszahlen

@ Sensitivitat einer Funktion oder eines Problems
@ kleine Unterschiede in Eingangsdaten
e Ax = b — k(A) Einfluss auf x

o hohe Werte fiir (A) sorgen fiir groBe Anderungen von x bei
minimaler Variation von A
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Konditionszahlen - Beispiel
@ gut konditioniert:
100
A=1|0 1 0
0 01

@ schlecht konditioniert:

1 1/2 1/3
H={1/2 1/3 1/4
1/3 1/4 1/5
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Konditionszahlen - Beispiel

e k(A)=1
— préazise Ergebnisse; stabil
e x(H) =524

— anfillig fiir groBe Fehler
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Konditionszahlen

e A fast singuldr — groBe Anderungen in x zu erwarten
@ A nah an der Einheitsmatrix — geringe Anderungen in x zu erwarten

o Mittel: Norm eines Vektors — misst die GroBe der Elemente des
Vektors
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Norm

@ ||x||1 = Summe der absoluten Werte der Elemente
o ||x||2 = Quadratwurzel der Summe der quadrierten Elemente

@ ||x||oo = Maximum der absoluten Werte der Elemente
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Relation - Norm und Konditionszahl
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Beispiel
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5.8 7.8 X1
8.7 1.6/ \x

()
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Beispiel

5.8
= (51)
- (5.82
b= (8.71)
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Beispiel

87 1.6\ (x1\ (582
0 673) \x)  \4.83

4.83
Xy = ﬁ =0.72

582 — (7.8 % 0.72
x| = (58* ) _0.03
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Beispiel
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Beispiel

I - Norm:

e db=b-bunddx=x-%

o 5b — 5.8 5.82\  (—0.02
—\8.7) \s71)  \o0.01

o ||5b]| = 0.03

o s (F) . (0:03) _ (097
~\o) " \o72) ~ \-072

o ||6x]| = 1.69
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Beispiel

o Relative Anderungsrate:

L1obll _ 0.03 _
o 10l = 203 — 0.002069

[y

llox|]| _ 1.69 _
° Ml = 1 =1.69

o k(A) = gosaess = 816.8

— numerisch instabil
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Fazit

@ Rundungsfehler sind unvermeidbar — durch numerische Verfahren
minimierbar

@ numerische Stabilitdt durch Pivotisierung
o Alternative:

- GauB-Seidel Verfahren

— verbessert Losung schrittweise — der Genauigkeit wird sich
angenahert

— ersetzt Methoden, die aufgrund von mangelndem Speicherplatz
und Komplexitat nicht anzuwenden sind
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GauB-Seidel-Verfahren

o Startvektor als Naherung
@ Durchlauf aller Gleichungen — Vektor anpassen

@ Wiederholen des Vorgangs bis die Losungen konvergieren oder die
Anzahl der festegesetzten lterationen erreicht ist

— bietet Flexibilitat und Effizienz
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