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1. Numerik IV im Kontext von Num I, IT, TII, Naturwissenschaften, Technik und Analysis

Numerik IV

ZUSAMMENFASSUNGEN

PDE ist Gleichung mit 0 fiir unbekannte Funktion mehrerer Variabler

Beispiele: uy = uy, Losung: u()x,t) = f(x +t), Burgers, Laplace . ..

Bilanzen und Divergenz

Klassifikation

Komplexe Funktionen als Quelle harmonischer Funktionen (Lésungen von Au = 0)

Plan: nach Methoden - Differenzenverfahren, Variationsmethoden, Linienmethoden

Hauptsatz

2. Differenzenoperatoren

Vorwirts-, Riickwérts- und zentral Differenzen fiir gewShnliche Ableitung

dquidistante Gitter

erste und zweite partielle Ableitungen inklusive Fehlerordnung

Laplace-Operator und 5-Punkte-Stern

3. Modellproblem: Poisson auf Rechteck mit Dirichlet-Rand

Steifigkeitsmatrix und Lastvektor

Zerlegung in Randlésung und Losung von Poisson-Problem (mit Null-RB)

4. gemischte Ableitungen
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(Konsistenzordnung 2)



unsymmetrischer Fall und Shortley-Weller
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Auflosen nach y” ergibt
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~ Shortley-Weller: In jeder Richtung ein voller Schritt und ein gebrochener, z.B. hyy = uh,
hyn = Ah.

(Konsistenzordnung nur 1)

Demo: Matrixbau und Datenstrukturen
Matrixdiskussion fiir elliptische Modellproblem
M-Matrizen, Inversmonotonie, Maximumprinzip

Losungsverfahren: SOR, \, Cholesky

. Boni: Sitze iiber Spektrum

Aist EVvon A~ |\ < ||A]], wobei ||-|| die Operatornorm bezeichnet

Satz von Gershgorin

Alle Eigenwerte von A € R™ " liegen in der Vereinigung folgender n abgeschlossener Kreis-

scheiben
n
A, ) C USZ-
i=1
mit
n
Sii=42z€C : |z—a;l < Z laij| =14
J=1j#1
Stabilitat

nutzen Inversmonotonie und Vergleichsproblem mit 7 =1
Lésung ist beschrinkt durch die von —Au =1 in §,
u=1/8—=1/4((x —1/2)? + (y — 1/2)?) auf T = 09, Q = (0,1)? (Randfunktion ist Losung)



wegen Inversmonotonie
by < Bh = A_lTh =U, < ﬁh = A_lfh.

Hauptsatz
nach Konstruktion (Taylor) gilt Konsistenz von D = —A mit Dy,

Dhu(xay) = Du(xay) + O(h2)

fiir u € C*(Q) N C(Q) ist Konsistenzfehler L, beschriinkt durch die vierten reinen Ableitungen
von u

2
Dpu=r1+Lp, Dpup=r, |[Lplec < 12 max (|Uzzzz| + |Uyyyy‘)

Stabilitatsungleichung

[ Dr(u—up)lloo < ¢ = |lu—uplloc < ¢/8.

Konvergenzungleichung

Huh - UHOO S Ch27

Beispiele

fiir die Ubungsprobleme 01 und 02 sind Losungen bekannt
Visualisierung

siehe Ubungsaufgaben

Probleme

vierte Ableitungen sind unbekannt (weil u unbekannt)
Konstante aus Stabilitdtsungleichung héngt vom Gebiet 2 ab

(miissten Vergleichsproblem l6sen)

. Etwas Nostalgie (Num II)

- starke Diagonaldominanz ~~ Jacobi liefert eindeutige Lésung

- A;; <0 fiir ¢ # j und Zeilensummen positiv ~ Inversnichtnegativitét

- irreduzible Matrizen (Graph zusammenhéngend) ~~ einige Zeilensummen diirfen Null sein

- A71 > 0 ("Inverspositivitit’)

- Inverspositivitdt ~» Regularitét

- M-Matrix: A;; > 0, alle anderen kleiner oder gleich Null, A regulér, Inverse nichtnegativ

- fiir i # j sei A;; <0, dann ist A reguléir und A~ > 0 dquivalent zu:
diag(A) > 0 und I — diag(A)~*A > 0 und p(I — diag(A)~tA) < 1

- PF-Theorie: A > 0, irreduzibel ~» wenn p(A) > 0 dann einfacher EW mit positivem EV,
wenn B # A, B> A, dann p(B) > p(A)

-A>0~ p(A) >0 ist EW mit nichtnegativem EV, aus B > A folgt p(B) > p(A)



- inverspositiv ~» inversmonoton



