Hyperbolische PDE

Simple FDM

Die diskrete Version der PDE wird zu
u(xj, tipe) —u(x, ) u(Xip, B) — u(x;, B)
-k - VY

Aufgeldst nach u(x;, ti1) erhalten wir

k
U tivr) = Ul ) = v (u(xien ) — u(x;, 1) -
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Lax—Friedrich—Verfahren

numpde Rostock, April — Juli 2025

Eine funktionierende diskrete Version der PDE ist das
Lax—Friedrich—Verfahren

u(xi_1,t) + u(Xiq, ti
wogt) = 28 ’)2 U1, 1)

k
- Vﬁ(U(X/M ) —u(xiq, 1))

Wir erhalten sowohl flir negative als auch fir positive
Geschwindigkeiten sinnvolle Ergebnisse, sofern das
Schrittweitenverhaltnis A nicht zu grof3 wird.

Bemerkung
Die CFL—Bedingung (Courant, Friedrich, Levy)

[Av] <A1

gibt die Oberschranke fiir den Zeitschritt k bei gegebenem v und h an.

Kurt Frischmuth (IfM UR)
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Wir betrachten das (modifizierte) Beispiel aus der Einflhrung

Beispiel

U = —Vy, (4)
u(x,0) = exp(—(x —3)%) =: up(x). (5)

Die Lésung ist bekannt:

u(x, t) = ug(x — vt). (6)

Jetzt versuchen wir, eine numerische Naherungslésung zu berechnen.
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Ergebnis

0, upstream

Ergebnis fur v = —1

Funktioniert nicht fur
positive v, nicht fir v < —1.
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Lax-Friedrich Losung
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merische Lésung des Ausgangsbeispiels

Wir haben mehrere Optionen, die partiellen Ableitungen durch
Differenzenquotienten zu ersetzen.

Wahlen wir zundchst die einfachsten: Vorwartsdifferenzen sowohl flir
uz als auch fr uy.

5 = h.  jed.
t = ki, iel,
u(Xi1, ) — u(x;, b)
h bl
u(Xj, tiv1) — u(x;, )
. .

UX(Xﬁ II)

Q

ur(x;, 1)

Hierbei sind / und J geeignete Indexmengen, etwa / = {0,1,2,...m},
J=1{0,1,2,...n},und h > 0, k > 0 sind Orts- bzw. Zeitschrittweite.
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Symmetrische FDM

Eine weitere diskrete Version der PDE ist
u(xj, tip1) — u(x;, ) UG ) — uxii, )
k N 2h

Aufgeldst nach u(x;, i 1) erhalten wir

k
u(xp tivr) = Ul t) = vap (U0, t) — (X1, 1)

Diese Variante funktioniert allerdings gar nicht.

Kurt Frischmuth (IfM UR)

Weiterfihrendes Beispiel
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AnschlieBend betrachten wir das Problem

5—]2x]\ "

—5 ) -
exakte Lésung

U + tPuy = —xu, u(x,0) =
Die Lésung ist nicht trivial, kann

aber noch mit analytischen Metho-

den bestimmt werden.

Ziel ist es, Methoden zunachst an
Féllen zu testen, bei denen wir die
Lésung kennen und somit nume-
rische und analytische Ergebnisse
direkt vergleichen kénnen.
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Analytische Lésung

per Hand!
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Konsistenz
Mége u Lésung der PDE
ur+fu)x =0,

sein, k der Zeitschritt, h der Ortsschritt.
Wir schreiben das Finite-Differenzen-Schema in der Form

u(-,t+ k) ~ Hu(-,t).

Das Schrittweitenverhéltnis k/h =: )\ sei konstant.

Als Norm || - || legen wir die L1-Norm der Ortsfunktionen uo(-) bzw. v(-, t) fest.
Gitterfunktionen U auf dem x-Gitter
{jh:je N}

identifizieren wir mit stiickweise konstanten Funktionen auf R. lhre diskrete
l1-Norm hzj |Uj| deckt sich mit der Ly-Norm.
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Lokaler Fehler

Definition (lokaler Diskretisierungsfehler)
1
Li(x,t) == P [u(x, t + k) — He(u(:, t); x)]
Eine Methode heif3t konsistent, wenn

ILk(, Bl =0  fark —0.
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Konsistenzordnung

Definition (Konsistenzordnung) |

Eine Methode hat die Konsistenzordnung p, wenn fir alle glatten
Anfangsfunktionen mit kompaktem Trager eine Konstante C; existiert,
so dass

ILk(-, )| < CLkP k< kg, t<T.
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Richtmyer—Stabilitat

Konsistenzordnung bei LF

Beispiel (Lax-Friedrich) |

Wir I6sen u; + aux = 0, d.h. der Fluss sei f(u) = au.
1 Ui+1 1 Ui i 1 a i Ui -0
;[ J —é( -1+ j+1)]+ﬁ (U1 —Uiq) =

Nach Taylor ergibt sich

k 2 )
Le(x, ) = 5 (& — )%, ) + O(HF) = O(K)

(fir beschrdnktes uxy).

Modified equations

Bemerkung (modified equations)
Das Lax-Friedrich-Schema wére zweiter Ordnung genau fiir die PDE

ut + au; +1(ku —h—zu )=0
t X 2 tt % xx) —
oder fir die parabolische Gleichung
Rk
U + auy = ﬂ“ = ﬁaz)uxx

~~ numerische Diffusion.
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Konvergenz
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Konvergenz und Stabilitat

Definition |
Eine Methode heif3t stabil, wenn V T3 Cg, ky > 0 so dass

|Hi| < Cs Vik<T, k<k.

Bemerkung |
Speziell wenn: |H|| < 1, so ist das Verfahren stabil.
Diese Bedingung ist nicht notwendig.

Es reicht hin, dass
[Hkl <1+ak  k<ko.
In der Tat, dies impliziert

[HEl < (1 + ak) < &K < eoT.

_— - - -

Definition (Fehler) |

Sei Uy die numerische Losung der partiellen Differentialgleichung zu
gegebenen Anfangsbedingungen, erweitert stiickweise konstant fiir
alle (x,t) € R x R*. Die exakte Losung sei u. Der Fehler Ej ist
definiert als

E;((X7 t) = Uk(X, t) = U(X, t) °

Definition (Konvergenz) |

Eine Methode heif3t konvergent, wenn in einer geeigneten Norm || - ||
und fir alle up aus einer gewissen Klasse von Anfangsbedingungen fiir
jedes feste t > 0 gilt

|Ek(-,t)]| =0 mitk — 0.

Die natlirliche Wahl einer Norm ist hier

“+00
vl = /
—00

und dementsprechend die /;-Norm fiir die Gitterfunktionen
VI =h>; 1Vl

[v(x) dx,

Theorem (Aquivalenzsatz (Lax)) |

Fiir eine konsistente lineare Methode ist Stabilitdt notwendig und
hinreichend fiir Konvergenz.
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Exempel Notwendigkeit der CFL-Bedingung

Beweis: . N . -
) Wir zeégerélgfgs ggs Lax-Fi\legr;ch_Schﬁnlqta far _ué+ atly = 0 stabil ist, Allgemein ist es notwendig fiir die Konvergenz eines
IEkG 8l < [IHkIIlIEx(-, 0)]] wenn die edingung ai = 1 eingehaften wird. Differenzenverfahrens, dass sein Abhangigkeitsgebiet D(x, t) das der
. Wir zeigen konkret: ||U™|| < ||U']| e . S
i ) PDE enthalt (wenigstens im Limit h, kK — 0).
+K O IH LK 1) U = B U Bei linearen Problemen hangt die analytische Losung bei (x, t) von
stabil w =1 ; ! den Anfangsbedingungen bei x — at ab.
Ec(. 1) < Cs(||Ec(-,0)| + k L(-, 8 h ; : Der numerische Abhangigkeitsbereich Dk (jh, ik) ist
IE( 0l < Cs(IEk(-,0)ll ; ILk( t)1) < SICI0 = @]+ 310+ @y ]
konsistent ~- i i Dk(jh, ik) = [(j — )b, (j + D)h].
E(» )| < Cs(||Ek(:,0)| + TCLKkP - M i i
1B 1 s(IE(0)ll + TCLk?) 210 aA)zj: Uil (1 + aA)Xj: Uil Er enthalt jh — aik dann und nur dann, wenn |aik| < ih, d.h.

Fur Ex(-,0) = 0 ist der Beweis geliefert.

; = U
Andernfalls ist vorauszusetzen: i

k
—| = <1.
ja| = lax| < 1

Es ist essentiell hierbei, dass die Koeffizienten 1 & a)\ beide nichtnegativ sind.
[ Ex(- 0)|| < CekP
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Weiterfihrendes Beispiel Skalare Bilanzgleichungen Lésung des weiterflihrenden Beispiels

Wegen a=1gilt s=t. Fernerist b= t>und ¢ = —xu

Allgemeiner untersuchen wir Der Koeffizient b hangt nur von t = s ab, es gilt £/(s; xg) = $2, also

Beispiel | aut+bux =c, u(x,0) = uo(x). £=xo+13/3,bzw. xo = £ — /3.
. 5 |2x|\ " Higrzu .|6sen wir das parameterabhéngige System von ODEs in der Nun gilt W/ = —¢w = —(xp + s%/3)w, also
U+ tux = —xu  u(x,0) = 5 Zeitvariablen s und mit dem Parameter xg
In(w) = —xp8 — §*/12 + In(w(0))..
! ! /

Diese skalare Bilanzgleichung ist inhomogen, die Koeffizienten sind T=a, {=b, w=c . . -
variabel. 7(0;%) =0, £(0;X)=2xo, w(0;X)=uo(Xo) - Somit ergibt sich schlieBlich

Die Losung ist u(x, t) = w(r; o), wobei t = ¥(s) = 7(s; xo) und u(x,t) = uo(x — t3/3)eXP(*(X+* £/3)t — t*/12)

= = N . - - 3
x = x(s) = £(s; o) - <75 |2(X5 t /3)‘> exp(—xt + t*/4).
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Lésung Eulergleichungen Klassische Losungen fir u; + a(u)uy =0

exakte Losung

utdivF =0 () Unter der Voraussetzung u € C' lasst sich die Fixpunktgleichung

mit:

u=(p,pv, E), u=up(x —a(u)- )

F= 2 v(E

p— D(Il();z’ts o v(E+p) fir den Wert u = u(x, t) der Losung an der Stelle (x, t) beweisen.

v — Strémungsgeschwindigkeit, Wegen b = 0 ist v = 0, damit u konstant entlang der Charakteristik,

E — Energiedichte. also auch a(u) konstant ~» Charakteristiken sind Geraden.
E=pe+1/20/ Hierbei ist a(u) = f'(u) die Schallgeschwindigkeit, die Geschwindigkeit

p=(v—1)e der Charakteristiken (entlang derer klassische Lésungen konstant
sind).

Statt des Systems I6sen wir zunéchst skalare Probleme mit vergleichbaren
Eigenschaften.

Dabei erweist es sich als unumgénglich, schwache Lésungen in Betracht zu ziehen.
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Losbarkeit

Hinreichend fur Lésbarkeit im Falle der Burgersgleichung
(f(u) = u?/2, a(u) = u): uy monoton wachsend.

Fir ug fallend existieren Schnittpunkte der
Charakteristiken ~ Widerspruch ~ u ¢ C'

Gegenbeispiel: Fur up = — exp(x — 1) existiert auf keinem
(Zeit-)Intervall [0, €) mit € > 0 eine klassische Lésung.
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Schwache Lésungen

Wir suchen verallgemeinerte Lésungen der skalaren homogenen
Differentialgleichung

Ut + f(u)x = ur+ a(u)ux =0,
die
- wo mdglich klassische Lésungen sind,
- aber selbst Unstetigkeiten erlauben.
Hierzu folgen wir dem allgemeinen Konzept:
- multipliziere mit Testfunktion v € G} (R?)

- integriere Uber R x R
- wende Satz von Gauss an
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Weitere Details

Charakterisierung

Fur stickweise glatte Lésungen gilt:

Schwache Ldsungen erfiillen die Ausgangsgleichung im klassischen
Sinne, wo die Ableitungen existieren,

auf Spriingen gilt die
Rankine-Hugoniot-Gleichung

[f(v)]
[u]

wobei das Symbol [-] fir den Sprung an der Stelle ¢ steht.

() = s(t) =
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Details zu schwachen Lésungen

Es ist hilfreich zu bemerken, dass die linke
Seite u; + fx als Divergenz des Vektorfeldes

w = (f(u),u)
auf R? x Rt aufgefasst werden kann.
(fur d = 1: RY x R* C R?, 2d-Vektorfeld in der Ebene)
Nach GAussschem Satz gilt unter den Ublichen
Regularitdtsannahmen:
/divwdxdt = ]{ wirido ,
Q o0

wobei o den Rand von Q parametrisiert.
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Integration

Multiplikation mit einer Testfunktion v liefert

/ vdivw dxdt = /(div (vw) — Vvw) dxdt
Q Q
= fvwﬁ do — /va dxdt
o0 Q

Wahlt man v so, dass sein Trager im Inneren von Q ¢ RY x R*
enthalten ist, so verschwindet das Randintegral.

Fir Q = RY x R* wird es zu — [ up dx,

Rd
weil x den Rand parametrisiert, und der Normalenvektor 7i nur eine
nichtverschwindende Komponente besitzt — nédmlich die in {~Richtung.
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Rankine-Hugoniot-Bedingung

Sei u stiiuckweise C', wir betrachten eine Sprunglinie

{).n’

Interessanter Fall: Sprunglinie schneidet supp(u)

teRT}.

3r +
t n
25F

T £
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Wir zerlegen das Integral tiber C in Integrale Guber C™ und C~

0 = /WVvdxdt:/
c c

- 7
/ vw™n do+

t

wV vdxadt + / wV vaxdt

wnt do

1

/ vIwlitdo = [ vw)(-1,€)Tdo
t

"‘\'—-‘-I \N\N

Schock-Lésung
. 1 —sign(x) . . .
Fur up(x) =1— H(x) = —a mit der Heavyside-Funktion
0 x<0
Hix)=4¢ 3 x=0
1 x>0

ergibt sich folgende schwache Lésung u:
u(x,t) = up(x — t/2).

Man Uberprift dies leicht, da auBerhalb der Schocklinie x = £(t) = t/2
offenbar die Ableitungen u, wie u; beide 0 sind und somit u; + uuy =0
trivialerweise erfillt ist, wahrend auf der Schocklinie der Sprung von
f(u) = u?/2 konstant die Halfte des Sprungs von u selbst ist.

Mit der Schockgeschwindigkeit s = £ = 0.5 ist also die
Rankine-Hugoniot-Bedingung erfllt.

Kehren wir das Vorzeichen von uy um, so ist —1 + u(—x, t) offenbar
auch eine Lésung — aber nicht die einzige!

Eine alternative Losung ist:
u(x, t) = min(—1, — max(0, —x/t))

Man beachte, dass letztere Lésung stetig ist.
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Beispiel: Schock

Schockwelle

Schock-Lésungen

Die Welle ist konsistent mit der Rankine-hugoniot-Bedingung und der
Entropiebedingung.
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Beispiel: F

Schockwelle (fake news) rarefaction fan

Schein-Lésung und Ausdiinnungsfacher

Ein Schock am hinteren Ende erflllt RK, widerspricht aber der
Thermodynamik.
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Eindeutigkeitsbedingungen

Man (iberzeugt sich leicht, dass die Mehrdeutigkeit von Lédsungen mit
Spriingen in den Anfangswerten von kleineren zu gréBeren u-Werten
zusammenhangt.

Andererseits lassen sich in solchen Fallen Unstetigkeiten flr positive t
vermeiden — es gibt stets eine Lésung in Form eines F&chers.
Physikalisch kann diese Lésung auf zwei Wegen als die einzig
sinnvolle ausgezeichnet werden.
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Zwei Wege

e durch parabolische Regularisierung
hier 16st man u; + uuy = euxx mit kleinem positivem ¢, bildet dann
den Grenzwert fur e — 0 ~» Lésung ohne Spriinge von klein zu
groB3, héchstens mit Spriingen von grofB3 zu klein

durch Entropiebedingung

hierbei geht man von der Annahme aus, dass die
Burgersgleichung reversible Prozesse beschreibt — solange die
Lésungen stetig sind. Unstetigkeiten werden mit irreversiblen
Vorgéngen erklart, diese erzeugen Entropie.

Die dem 2. Hauptsatz der Thermodynamik entlehnte Forderung
nach nichtnegativer Entropieproduktion ergibt in letzter
Konsequenz dieselben Lésungen wie die anderen
Auswabhlprinzipien.
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Stuckweise lineare Anfangsbedingungen

Konstruktion von Entropielésungen fir u; + uuy = 0

Im Fall von stiickweise konstanten Anfangswerten — hinter dem Sprung
(d.h. fOr x < £(0) =: &) ist der Wert der Lésung u~, vor dem Sprung
u™. Fr u~ < u™ verschwindet der Sprung sofort. Die Charakteristiken,
die von £(0) — 0 und £(0) + 0 ausgehen, liegen bei Zeit t > 0 um

[u]t = (u™ — u™)t auseinander. Dazwischen ist einfach linear zu
interpolieren. Somit ist die Losung fir alle t > 0 stlickweise linear,

u- x<é&+utt
u(x,t)=< U xelp+uté+utt
ut o x>¢&+utt
S ot utt—xju” +(x =& —u tjut
B (ut —u)t

mit
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Variable Sprunghéhe

Berechnung der Sprunglinie

Im Fall u= > u™ besteht der Sprung fir alle Zeiten t, einzig die
Position £(t) der Sprungstelle ist zu berechnen. Diese ergibt sich
jedoch leicht aus der Rankine-Hugoniot-Bedingung:

e
(=

In diesem Falle ist die L6sung also stlickweise konstant.
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Entropielésungen

Im Falle von stlickweise linearen unstetigen Anfangsbedingungen ist
die Konstruktion von Lésungen etwas komplizierter.

Wir beschrénken uns auf das Vorliegen eines einzigen Sprunges.
(FUr mehr als einen Sprung ist das Vorgehen analog, aber unhandlich.)

Ist am Sprung u~ < u™, so verschwindet dieser sofort, wie schon bei
den stiickweise konstanten Lésungen.
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Fur u~ > u™t hingegen besteht der Sprung weiter, allerdings diesmal in
zeitvariabler H6he und somit mit variabler Geschwindigkeit s(f) = £(f).

Wir berechnen s aus u™(t) = up(&(t) — u™(t)t), analog wird u~ aus
derselben Fixpunktgleichung wie im Falle klassischer Lésungen
bestimmt.

Dabei sind die Lésungen u* und u~ so auszuwéhlen, dass

) —uTt<& und  E(H) —utt> &
Hieraus ergibt sich danns el U= (t) + uH(t)

2
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Die Position des Sprungs wird durch eine gewdhnliche
Differentialgleichung determiniert, zur Berechnung von deren rechter
Seite zwei Losungen einer Fixpunktgleichung zu bestimmen sind.
Stiickweise lineare Lésungen bleiben stiickweise linear.

Beispiel (ut > u™)

Wellenkamm
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Fehlkonstruktionen Echte Schocklésung Weitere Fragestellungen

Die echten Schocklésungen — bei denen sich der Sprung nicht sofort
auflst — resultieren aus Situationen, bei denen die Konstruktion aus
Charakteristiken zu solchen mehrdeutigen Relationen fiihrt:

curved shock

Beispiel (ut < u™)

Wellenkamm

e Randwerte
e Systeme
e Hohere Raumdimensionen

Diese Lésung wurde durch Lésung eines Cauchy-Problems flr &, u™
und ut konstruiert. Das Differentialgleichungssystem wurde

J numerisch geldst, die stiickweise Linearitat in x gilt exakt, weil sie fur
Solche Lésungen entstehen in endlicher Zeit aus Anfangsdaten mit die Anfangswerte gilt.

wenigstens einem monoton fallenden Segment.
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